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CANTORUV DIAGONALNI
DUKAZ

Abstrakt: Cantoriv diagondlni ditkaz
je vyznamny jednak proto, Ze jim po-
uzitd ustfedni dokazovaci metoda byla
ndsledné aplikovdna i v fadé dalSich
ditkazii, jednak z toho divodu, Ze je
povazovdn za potvrzujici existenci ne-
konecnych mnozin, které svoji velikosti
zdsadné a fddové presahuji velikost
yklasického“ nekonecného souboru pted-
stavovaného viemi ptirozenymi ¢isly, pfi-
Cemz tato jejich velikost miiZe teoreticky
prekrocit kazdou myslitelnou mez. A
byvd Cantoriwv ditkaz obecné védeckou
komunitou ptijimdn, néktefi odbornici
k nému ptistupuji ponékud rezervované.
Cilem tohoto pojedndni je predstavit
Cantorily ditkaz ptistupnym zpiisobem
a zdroveri poukdzat na jeho (skryté) pred-
poklady a moznd problematickd mista
a upozornit na fakt, Ze nékteré z jeho
vychozich pfedpokladii nejsou néjaké
nezpochybnitelné matematické pravdy,
ale spise postulované teze, které mohou,
ale nemuseji byt pfijaty.
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Cantor’s Diagonal Proof

Abstract: Cantor’s diagonal proof is sig-
nificant both because the central method
of proof used in it has been subsequently
applied in a number of other proofs, and
because it is considered to confirm the
existence of infinite sets whose size fun-
damentally and by an order of magnitude
exceeds the size of the “classical” infinite
set represented by all natural numbers,
while their size can theoretically exceed
every conceivable limit. Although Can-
tor’s proof is generally accepted by the
scientific community, some experts are
somewhat reserved about it. The aim
of this paper is to present Cantor’s proof
in an accessible way, while pointing out
its (hidden) assumptions and possible
problematic points, and pointing out that
some of its underlying assumptions are
not indisputable mathematical truths,
but rather postulated propositions that
may or may not be accepted.
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1. Uvod

Georg Cantor publikoval v roce 1891 matematicky ditkaz', ktery se jednak
stal vzorem pro nejriiznéjsi verze vyuziti ustfedni myslenky diagonalniho
dokazovaciho postupu v dalsich diikazech, jednak je jeho vysledek v zasadé
povazovan za potvrzujici existenci takovych nekoneénych mnozin, které
svoji velikosti zasadné a fddové presahuji velikost nekoneéného souboru
predstavovaného vSemi prirozenymi ¢isly. O dany dikaz teorie mnozin
opira svoji predstavu stéle rostouci hierarchie nekoneénych mnozin, jejichz
velikost mtize prekrocit kazdou myslitelnou mez. Cantorova véta tak patii
k jakymsi zdkladnim nosnym piliftim moderni teorie mnoZzin.?

2. Aktualni a potencialni nekone¢no

Pro pochopeni zdvaznosti Cantorova diikazu je mozna dobré zacdit u klasic-
kého Aristotelova vymezeni nekonec¢na, které pak bylo po staleti standardné
ptijiméno. Aristotelés chdpe nekonecno neboli (mozna vystiznéji ptelozeno)
neomezeno jako ,matematicky“ vyjadritelné v tom smyslu, Ze kazdy pocet
(diskrétni velic¢inu) lze stale znovu zvétSovat, neexistuje nic jako nejvyssi
¢islo ¢i nejvyssi pocet; a zaroven kazdou spojitou velikost 1ze stale znovu
délit na mensi ¢asti, které 1ze pak opét délit na mensi ¢dsti, a tak stale dal,
neomezené, ,do nekoneéna“ - nikdy se nedostaneme k tak malé spojité ve-
likosti, abychom ji uz nemohli znovu rozdélit. V tomto smyslu je tedy néco
neomezené ¢i nekonecné vlastné pouze ,,v moznosti, ,,potencialné®: zadné
uskute¢néné zvétseni poctu ¢i rozdéleni spojité velikosti neukonéi moznost
dalsiho zvétSeni ¢i déleni. Aristotelské potencialni nekone¢no (,,co vskutku
pripousti stale jen jiti dale bez konce®) tedy neni néjakym ,skutenym®
nekone¢nem, pouze disponuje nevycerpatelnou potencidlni zvétsitelnosti
(pripadné délitelnosti) — z toho diivodu ani nemiize byt u¢inéno aktualnim
v tom smyslu, Ze by bylo ukonc¢ené a nebylo by jiz dale mozné k nému néco
pridat, pripadné je dale délit: potencialné nekonecné se tedy nemiize stat

! Totiz v ¢lanku Georg Cantor, ,Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre,
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1 (1891): 75-78.

2 ,Zptisob, jakym se tvoii podmnoziny u kone¢nych mnozin, lze bez obtizi pfenésti na mno-
ziny nekone¢né. Také u téchto mnozin plati, Ze kardinalni ¢islo v§ech podmnozin je vétsi nez
kardindlni ¢islo mnoziny ptvodni. Obecny dikaz této véty provedl Cantor (t. zv. diagonalni
methodou) a od té doby patii k zékladnim poznatkim theorie mnozin.“ Otakar Zich, Uvod
do filosofie matematiky (Praha: Jednota ¢eskoslovenskych matematiku a fysiki, 1947), 123.

? Aristotelés, Fys. 204a5-204a6, podobné téz Aristotelés, Met. 1066a38. Pouzity ¢eské preklady
Aristotelés, Metafyzika (Praha: Rezek, 2003) a Aristotelés, Fyzika (Praha: Rezek, 1996).
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aktualné nekoneénym, jelikoz by pak musel existovat nejvétsi, dale nezvétsi-
telny pocet, ¢i nejmensi, dale nedélitelna spojita velikost.*

Nelze to chapat tak, ze by potencidlni a aktualni nekoneéno byly néjaké
dva druhy nekoneéna - ve skute¢nosti se jedna o dva zasadné odlisné pohledy
na neomezeno. Zatimco potencialni nekone¢no ¢i neomezeno je vlastné jen
moznosti libovolného konecna® (tfeba libovolné velkého prirozeného cisla)
a ona ,nekoneénost“ ¢i ,neomezenost” znamend pouze to, Ze tu neexistuje
7adnd mez, napfiklad neprekrocitelnd konec¢na velikost, pojem aktudlniho
nekone¢na se oproti tomu poji s pfedstavou redlného nekoneéna® ¢i, v mo-
dernéj$im pojeti, s predstavou souboru obsahujiciho nekone¢né mnozstvi
prvki (napriklad aplné vSechna prirozena ¢isla), pficemz tento soubor je
hotovy, neménny, neda se k nému jiz nic pridat” (Wittgensteinovymi slovy
se jedna o jakési ,nekonec¢no v krabici“®).

* Cely odstavec viz Aristotelés, Fys. 206a7-207al4, 207a33-207b34, 226b18-227b2, 233b16-
-233b32.

* ,Nekone¢no [...] kone¢nu nekonkuruje. Je tim, co nevylucuje z podstaty Zadné kone¢no.“
Wittgenstein, ,Gramatika nekone¢na,” in O $patném nekonecnu, eds. Vojtéch Kolman
a Robert Roreitner (Praha: Filosofia, 2013), § 138, 548.

¢ Pri¢emz naptiklad dokonce i zndmy zastance nekoneéna v matematice David Hilbert se
k myslence realného, realizovaného nekonec¢na stavi velmi opatrné: ,Ve viech pripadech je
vysledek ten, Ze s homogennim kontinuem, které by pfipoustélo neustalou délitelnost, a tim
by realizovalo nekone¢no v malém, se nikde ve skute¢nosti nesetkame. Nekone¢na délitelnost
kontinua je operace, kterd existuje jen v myslenkach. Je to jen idea, ktera byla vyvracena nasim
pozorovanim prirody a zkuSenostmi fyziky a chemie. [...] Vidéli jsme jiz, Ze nekone¢no nelze
nalézt nikde ve skute¢nosti, at uz se budeme odvolavat k jakymkoli zkuSenostem, pozorova-
nim ¢i védam. [...] [N]ekone¢no neni nikdy realizovano. Nevyskytuje se ani v pfirodé, ani
neni pfistupné jako zaklad naseho rozumového mysleni — v tom shleddvime pozoruhodnou
harmonii mezi bytim a myslenim. V protikladu k ptivodnimu Fregovu a Dedekindovu usili
dospivame k presvédceni, ze coby podminka moznosti védeckého poznani jsou nepostra-
datelné jisté nazorné predstavy a vhledy, a sama logika nam zde nesta¢i. MoZnost zachazet
s nekone¢nem miize byt zajiténa pouze na zakladé kone¢na. Roli, kterd nekone¢nu zbyva, je
nejspise vystupovat toliko jako idea - za predpokladu, ze ideu chdpeme spolu s Kantem jako
pojem rozumu, ktery piekracuje veskerou zku$enost a jimz je konkrétni zavreno ve smy-
slu totality.“ David Hilbert, ,,O nekone¢nu,” in O Spatném nekonecnu, eds. Vojtéch Kolman
a Robert Roreitner (Praha: Filosofia, 2013), 346, 353, 365.

7,V analyze pracujeme s nekone¢né malym a nekone¢né velkym jen jako s limitnimi pojmy,
jako s né¢im stévajicim se, vznikajicim, vytvérejicim se, tedy - jak miZeme fici - jen jako
s potencidlnim nekonecnem. Ale tim jesté neziskavame vlastni nekonec¢no. To je dano az tehdy,
kdyZ napt. celek ¢isel 1,2, 3, 4, ... bereme v uvahu jakoZto zavr§enou jednotu ¢i kdyZ nahlizime
vSechny body usecky jakoZzto tvorici urcity celek véci, ktery pfed ndmi lezi jiz hotovy. Tento
druh nekonecna byvé oznacovén jako aktudlni nekonecno.“ Hilbert, ,,O nekone¢nu,” 349.

8 Ludwig Wittgenstein, ,Gramatika nekone¢na,“ in O $patném nekonecnu, eds. Vojtéch
Kolman a Robert Roreitner (Praha: Filosofia, 2013), § 170, 559.
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V zésadé se historicky uvazovalo o ,nekoneénu“ predev$im v onom
vyznamu potencidlniho neomezena. Byt se Ize setkat s odli$nym ptistupem
jiz dtive (tfeba Bernard Bolzano nejen navrhoval akceptovat i aktudlni
nekonec¢no ve smyslu jakychsi souborti, mnozin obsahujicich nekone¢né
mnozstvi prvk, ale zaroven i rozpracovaval zptisob, jak s témito neko-
ne¢nymi soubory pocitat®), Georg Cantor byl tim, kdo aktualné nekonecné
mnoziny a ,,nekone¢na® (transfinitni) ¢isla etabloval a u¢inil z nich mate-
maticky standard.

Cantor predpokldda existenci mnozin o nekone¢né mnoha prvcich.
Mnoziny jsou chapany jako néco jednotného (kazda mnozina predstavuje
jedine¢ny objekt), hotového a uzavreného' - v tomto smyslu je tu tedy ona
potencialné neomezena moznost zvétsit jakykoli dany pocet vlastné usku-
te¢néna, kazdy i sebevétsi pocet prvkil je jiz obsazen v prislusném neko-
ne¢ném souboru. ,,Pocet” prvktl v takovéto mnoziné véech moznych poctd,
tedy vSech prirozenych ¢isel, 1ze podle Cantora opét vyjadrit ,,¢islem®, totiz
nekoneénym transfinitnim ¢islem w, které ma tu vlastnost, ze je vétsi nez ja-
kékoli prirozené ¢islo, ale zaroven je nejniz$im nekoneénym cislem." Podle
Cantora tedy vlastné neplati vychozi Aristoteltiv pfedpoklad, ze kazdé ¢islo
(pocet) je koneéné: byt se k ¢islu w nedostaneme postupnym zvét§ovanim
konecénych ¢isel, prece se podle Cantora jedna o ¢islo: 1ze ho zvétsovat (byt
ne zmen$ovat), provadét s nim aritmetické operace a porovnavat ho s ostat-
nimi ¢isly; pfitom je vétsi nez véechna konecna ¢isla a samo je nekonecné,
transfinitni. Jeho zvétSovdnim dostaneme dal$i transfinitni Cisla, kterd
vytvareji dalsi rostouci fadu - jelikoz jsou chapana jako uspofddand, nazyva
je Cantor ,,Ordnungszahlen®, ordinalni ¢isla.

3. Mohutnost mnoziny a Humeuv princip

Kromé ustaveni nekoneénych ¢isel pracuje Cantor jesté s jednim podstatnym
vychozim predpokladem. Jedna se o tezi, ktera se nékdy nazyva ,Humetv
princip“ pokud lze dva soubory A a B navzajem sparovat tim zpiisobem,
ze kazdému prvku A je prifazen pravé jeden prvek B, odlisnym prvkim
A jsou pfirazeny odlisné prvky B a Zadny prvek A ani B nezlistane nesparo-

° Viz Bernard Bolzano, Paradoxy nekonecna (Praha: Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie
véd, 1963).

'V souc¢asném pojeti jsou mnoziny zaroven chapany jako néco, ¢ehoz identita je dana prave
ajen jeho prvky - nemohou tedy byt ani teoreticky pojiméany jako néco pouze potencialniho.
"' Viz Georg Cantor, ,Zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre II,“ Mathematische
Annalen 49, no. 2 (1897): 221.
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vany, je prvki A stejné tolik jako prvka B (Gottlob Frege princip priblizuje
na prikladu ¢i$nika kontrolujiciho, zda je na stole prostfeno stejné nozi jako
talifi: ¢i$nik nemusi pocitat zvlast noze a zvlast talife, sta¢i mu, kdyz zkon-
troluje, zda je kazdy talif v paru s noZem - pokud ano, je jich urcité stejné'?).
Odborngéji fe¢eno maji dvé mnoziny stejné prvka, resp. stejnou mohutnost,
pokud mezi nimi existuje vzajemné jednozna¢né zobrazeni (bijekce).

Humetv princip se zdd neproblematicky platit u kone¢nych mnozin,
nicméné Cantor ho rozsifuje i na mnoziny nekonecné: podle Cantora
moznost takto sparovat prvky dvou nekone¢nych mnozin svédéi o tom, ze
mnoziny jsou ,stejné velké®, maji stejnou mohutnost - Cantor ji oznacuje
jako ,kardinalni ¢islo“?. Takze naptiklad mnozina vSech prirozenych ¢isel
a vSech sudych prirozenych ¢isel jsou podle tohoto cantorovského pojeti
»stejné velké®, jelikoz prvky obou mnozin lze sparovat, tedy obé mnoziny
je mozné vzajemné jednoznaéné zobrazit (napt. funkei f(x) = 2x), prestoze
se na prvni pohled zda, Ze mnozina vSech sudych prirozenych ¢isel tvori
jen polovinu prirozenych ¢isel. Takovéto mnoziny se standardné nazyvaji
spocetné nekonecné: lze si je pfedstavovat jako takové mnoziny, jejichz prvky
Ize néjak ocislovat ptirozenymi ¢isly, pficemz viak ona prirozena cisla stale
stoupaji, nelze nalézt zddny ,,posledni“ olislovany prvek.

Podle Cantora vs$ak existuji i takové nekone¢né mnoziny, které spolu
sparovat nelze, a tedy museji mit rtiznou mohutnost - toho se pravé tyka
Cantortiv diagonalni ditkaz.

12 Gottlob Frege, Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathematische Untersuchung
iiber den Begriff der Zahl (Breslau: Wilhelm Koebner, 1884), § 70.

13 ,Cardinalzahl“ - na rozdil od dfive zminéného ordinalniho ¢isla kardinalni ¢isla odrazeji
pouze pocet prvkil mnoziny, zatimco ordinalni ¢islo predpoklada néjaké usporadani ¢isel.
Srov.: ,,Miéchtigkeit® oder ,Cardinalzahl® von M nennen wir den Allgemeinbegriff, welcher
mit Hiilfe unseres activen Denkvermégens dadurch aus der Menge M hervorgeht, dass von
der Beschaffenheit ihrer verschiedenen Elemente m und von der Ordnung ihres Gegebenseins
abstrahirt wird. [...] Zwei Mengen M und N nennen wir ,dquivalent® [...] wenn es moglich ist,
dieselben gesetzmaissig in eine derartige Beziehung zu einander zu setzen, dass jedem Element
der einen von ihnen ein und nur ein Element der andern entspricht. [...] Von fundamenta-
ler Bedeutung ist es, dass zwei Mengen M und N dann und nur dann dieselbe Cardinalzahl
haben, wenn sie dquivalent sind [...].“ Pteklad: ,,,Mohutnost® ¢i ,kardindlni ¢islo‘ [mnoziny]
M nazyvame obecny pojem, ktery vznikd pomoci nasi aktivni schopnosti my$leni z mnoziny
M tak, Ze se abstrahuje od povahy jejich rtiznych prvka m a od poradi, ve kterém jsou dény.
[...] Dvé mnozZiny M a N nazyvame ,ekvivalentni‘ [...], pokud je moZné je vzajemné vztdhnout
takovou relaci, Ze kazdy prvek jedné odpovida jednomu a pouze jednomu prvku druhé. [...] Je
zcela zdsadni, Ze dvé mnoziny M a N maji tehdy a jen tehdy totéz kardindlni ¢islo, pokud jsou
ekvivalentni [...].“ Georg Cantor, ,,Beitridge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre
1,“ Mathematische Annalen 46, no. 4 (1895): 481-82.
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A¢ je tento pristup k porovnavani nekone¢nych mnozin dnes v mate-
matice bézny a nezpochybnovany, jedna se ve skute¢nosti o pomeérné silny
vychozi predpoklad, ktery neni viibec tak samoziejmy ¢i neproblematicky,
jak se obvykle md za to. Pov§imnéme si podstatného rozdilu mezi Humeo-
vym principem aplikovanym na kone¢né soubory (jak byl podle vseho
minén i Humem'"), a aplikovanym na soubory nekonec¢né: U stejné velkych
koneénych soubort plati, ze kdykoli je zobrazeni ptitazujici prvky jednoho
souboru A prvkiim druhého souboru B prosté (tj. nepfifazuje zadnym
dvéma riznym vzortim stejny obraz), je zaroven i ,na“ tj. jeho oborem
hodnot je vzdy cely druhy soubor (vycerpa cely rozsah souboru B); tedy
parujeme-li kone¢né soubory se stejnym poctem prvki, vzdy se nam povede
vsechny prvky sparovat, bez ohledu na to, jaké pary vytvorime. To ovSem
u ,stejné velkych® nekoneénych soubort rozhodné neplati: tam je naopak
vidy nekone¢né mnoho zobrazeni, ktera jsou sice prostd, ale presto nejsou
na cely druhy soubor (z druhého souboru zbudou nepfitazené prvky). Na-
priklad ve vy$e uvedeném prikladu zobrazeni pfirozenych ¢isel do mnoziny
sudych ¢isel miizeme zvolit funkci f(x) = 2x + 2, ktera vzajemné jednoznacné
zobrazi vechna prirozena ¢isla na celou mnozinu sudych cisel vétsich nez
dvé, ale samotné ¢islo dvé uz nema k dispozici zadny vzor, funkce tedy bude
prostym zobrazenim pouze do mnoziny sudych ptirozenych ¢isel, nikoli
na tuto mnozinu. A tfeba funkce f(x) = 4x vzdjemné jednozna¢né zobrazi
celou mnozinu prirozenych ¢isel na mnozinu {4, 8, 12, ...}, tedy mnozinu
kladnych nasobku ¢tyf, takze z mnoziny sudych prirozenych ¢isel ,,zbude®
dokonce nekone¢na mnozina véech ostatnich sudych ¢isel {2, 6, 10, ...}, pro
jejiz prvky nebudou uz k dispozici Zadné vzory mezi ptirozenymi Cisly.
Libovolnou mnozinu je mozné zobrazovat i na sebe samu: prestoze ale ni-
kdo nepochybuje o tom, Ze kazdd mnozina je sama se sebou stejné velka,
a kazdou mnozinu lze na sebe samu vzdjemné jednozna¢né zobrazit ptinej-
mensim zobrazenim identity, tj. pfedpisem f(x) = x, u nekone¢nych mnozin
opét existuje nekone¢né mnozstvi zobrazeni mnoziny do sebe samé, které je
sice prosté, ale neni ,,na“ (tfeba jiz zminény predpis f(x) = 2x pro mnozinu
ptirozenych ¢isel). Vzajemné jednoznaéné zobrazeni, tedy parovani prvku
jedné a druhé (¢i stejné) nekoneéné mnoziny tudiz rozhodné nemusi vést
k aplnému sparovani mnozin. Zatimco tedy u koneénych mnozin kazdé
parovani vede k uplnému sparovani prvki obou stejné velkych mnozin,

!4 Srov. David Hume, A Treatise of Human Nature I (London: J. Noon, 1739), 1.3.I: ,When two
numbers are so combined, as that the one has always a unite answering to every unite of the
other, we pronounce them equal®.
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u nekone¢nych mnozin o stejné mohutnosti dokonce nekonecné mnoho
zplisobll parovani nevede k uplnému sparovani.’® Zda se tedy, Ze si Cantor
z analogie s koneénymi poclty vyptijcil jen urcitou vybranou ¢ast (moznost
vzajemné jednoznacného zobrazeni stejné velkych mnozin), kterd mé platit
i pro nekonec¢na ¢isla, o zbytku (kazdé prosté zobrazeni dvou stejné velkych
mnozin je vzajemné jednoznacné) ovSem nepfedpoklada, ze by mél platit
i pro nekonec¢né pocty.'®

Proti Cantorové vychozi tezi ¢i intuici, Ze plati-li poucka ,je-li mozné
dva soubory vzajemné jednoznacné sparovat, jsou stejné veliké“ pro kone¢né
soubory, méla by analogicky platit i pro nekone¢né soubory, stoji neméné
presvédciva intuice, podle které je vzdy celek vétsi nez jeho vlastni cast,
respektive ze pokud z celku néco ubereme (tfeba z prirozenych ¢isel véechna
licha ¢isla), musi byt zbytek mensi nez ptvodni celek.

Jiz zminény Bolzano povazuje onu moznost sparovat i ,,rizné velké®
nekoneéné mnoziny (z nich? je tfeba jedna vlastni ¢asti té druhé) pomoci
vzajemné jednoznacéného zobrazeni za jeden z ,paradoxti nekoneéna®
rozhodné to podle Bolzana neznamena, na rozdil od kone¢nych mnozin,
ze by dané mnoziny mély stejné mnozstvi prvkd; ona moznost vzajemné
jednoznaéného ptifazenije ddna tim, Ze je prvkd nekoneéné mnoho, takze
se nikdy nevycerpa moznost sparovani dal$i dvojice vzor-obraz.” Podle
Bolzana maji sparovatelné nekoneéné veliké mnoziny stejné prvkt pouze
tehdy, ,pristoupi-li k tomu jesté néjaky jiny divod, jako napriklad to, ze
obé mnoziny maji zcela stejnd zakladni urceni, napfiklad zcela stejny
zpusob vzniku.“*

Vratime-li se nyni ke Cantorovym vychodiskiim, je pro celou jeho teorii
zdsadni jednak to, Ze ptipousti existenci aktudlné nekone¢nych soubort,
a tedy i nekonec¢nych (transfinitnich) ¢isel, a jednak skute¢nost, ze za mé-

15 Richard Dedekind tento specificky rys predpoklddany u nekone¢nych mnozin dokonce
vyuziva k definovani toho, co je nekone¢nd mnozina: 1ze-li mnozinu vzéjemné jednoznaéné
zobrazit na jeji vlastni podmnoZinu (tj. podmnozinu, kterd neni totoznd s ptivodni mnozi-
nou), jedna se o nekone¢nou mnozinu (srovnej Richard Dedekind, Was sind und was sollen die
Zahlen (Braunschweig: Vieweg Verlag, 1888), § 5,64a§ 1, 6.

'® Srovnej Poincarého komentaf k této problematice v pripadé Zermelovych axiomi:
»Uvédomme si ale, jakym zptisobem je [axiomy] Zermelo zkonstruoval. Vzal axiomy, které
jsou pravdivé o kone¢nych souborech; platnost vsech téchto axiomu vsak nebylo mozné roz-
$ifit i na nekone¢né soubory, a tak to udélal jen v pripadé nékterych z nich, které vybral vice
méné ndhodné.“ Henri Poincaré, ,Logika nekone¢na,” in O Spatném nekonecnu, eds. Vojtéch
Kolman a Robert Roreitner (Praha: Filosofia, 2013), 340.

'7 Srov. Bolzano, Paradoxy nekonecna, §$ 20-24.

8 Ibid., § 21, viz téZ § 24.
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fitko stejného poltu prvkia v mnoziné povazuje v ptipadé nekoneénych
mnozin moznost nalézt néjaké vzajemné jednoznacné zobrazeni.

4. Diagonalni dikaz

4.1 Myslenka ditkazu

Po objasnéni Cantorovych vychozich predpokladt se dostavame k jeho
diagonalnimu dtikazu. Nejprve si na zjednodu$eném prikladu oztejméme
ideu dukazu.” Predstavme si, Ze mame néjakou c¢tvercovou tabulku,
ve které mame pro jednoduchost jen dvé hodnoty, 0 a 1, a jejiz fadky se
od sebe lisi, tfeba:

o |Oo|—=|O
O | O = | =
SO |= |
S| |—= |

Je mozné pridat k takovéto tabulce novy radek, ktery v ni jesté neni uve-
den? Odpovéd zni ano, a co vic, jedna-li se o ¢tvercovou tabulku (pfipadné
tabulku, kterd ma vice sloupct nez radka), zni odpovéd vZdy ano - vidy
lze vytvofit fadek, ktery v tabulce je$té neni uveden. Postup je nasledujici:
uvazme (isla uvedend v diagonale tabulky, tedy

o (o |~ |
OO = | =
SIS ||~
S~ |~ |O

Nyni je uvazujme v tom poradi, v jakém byla v diagonale shora dold,
a zménme hodnotu kazdého z nich na ,,opa¢nou” hodnotu (tedy Ona 1 a 1
na 0), ¢imz dostaneme novou posloupnost, tzv. antidiagondlu:

0100—-1011

19 Srov. srozumitelny vyklad v Jaroslav Peregrin, ,,Diagonal Arguments,“ AUC Philosophica et
Historica/Miscellanea Logica, no. 2 (2017): 33-43.

160



Cantordv diagondlni dikaz

Takto vygenerovana posloupnost se na prvnim misté li$i od prvniho
tadku, na druhém misté od druhého radku, na tfetim od tfetiho radku
a na ¢tvrtém od Ctvrtého radku, lisi se tedy od vsech radku tabulky, a lze
ji tudiz pridat jako novy radek tabulky, ktery se v tabulce jesté nevysky-
tuje. Takto lze vygenerovat novy radek ¢tvercové tabulky vZdy, bez ohledu
na to, zda ma tabulka ¢tyfi radky a sloupce, nebo tfeba sto radki a sloupct.
Musi ov§em byt ¢tvercova (¢i mit vice sloupctl nez fadkt) — pokud by méla
vice radkt nez sloupctl, ,finta“ s antidiagonalou by nefungovala, jelikoz
do ,presahujicich® radka uz by diagonala nezasahovala (a nemusela by se
tedy od nich jiz ligit):

— oo~ S
OO (O | =t | —
—_— O | @ |
=l =]

(Povsimnéme si, Ze posledni fadek tabulky je pravé ona antidiagondla.)

Nyni si pfedstavme, zZe se zabyvame nekonecnou tabulkou, tedy tabul-
kou, u které za kazdym sloupcem smérem doprava nasleduje dalsi sloupec
a pod kazdym radkem smérem dolti nasleduje dalsi fadek. Predstavme si
tfeba, jako Georg Cantor®™, Ze mdme pod sebou vypsany vSechny mozné
posloupnosti tvorené pomoci dvou znakt ,m* a ,w* (tedy napt. posloup-
nost ,,m, m, m, m, ...“ ¢i ,m, w, m, w, m, w, ...“ jdouci do nekone¢na). Tento
seznam muizeme chapat jako jakousi nekone¢nou tabulku, jejiz jednotlivé
rddky predstavuji ony jednotlivé posloupnosti. Oznacme si jako a, obsahy
jednotlivych bunék tabulky, kde na misté i )e ¢islo radku, na mlste] ¢islo
sloupce (hodnotou kazdého a, pfitom miZe byt pouze znak ,m" nebo
znak ,w*):

? Nasledujici vyklad odpovida, az na drobné technické detaily, Cantorovu diikazu v jeho
¢&lénku Cantor, ,,Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre, 75-78. Cantor ov-
$em podobné tvrzeni dokdzal pomoci méné ,elegantniho“ dikazu jiz dfive, v ¢lanku Georg
Cantor, ,Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen,“ Journal fiir
die Reine und Angewandte Mathematik 77 (1874): 258-62.
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aZ,l a2,2 a2,3

a},l a3,2 a3,3

Aplikujeme-li predeslou tvahu o antidiagonale, vidime, Ze uvedeny
vypis vSech moznych posloupnosti znakii m a w neni nikdy kompletni,
vzdy lze k nekone¢né tabulce pridat jesté novy radek: totiz takovy, ktery
ma na prvnim misté znak odlidny od a, , na druhém misté znak odlisny
oda,,atd., lidi se tedy na i-tém misté od i-tého fddku tabulky. Zddlo by se, ze
jediny novy radek v pripadé nekoneéné tabulky tolik neznamena - miizeme
ho prece do tabulky nékam pridat a tabulka bude nadale stejné nekonec¢na.
Takto obménéna tabulka by se ovsem lisila od té ptivodni onim novym, fek-
néme n-tym fadkem, ktery jsme k tabulce pridali: a jelikoZ se pfidany radek
shodny s antidiagonalou li$i od kazdého rddku tabulky na jeho diagonalnim
misté, lisi se i od piivodniho n-tého fddku tabulky na n-tém misté, a tedy
nova diagonala (tudiz i antidiagondla) takto doplnéné tabulky bude odli$na
od oné puvodni diagondly staré tabulky, takze opét 1ze nové identifikovat
radek, ktery v nové tabulce nemize byt obsazen. Jakkoli upravena nebo
doplnéna tabulka tedy nikdy nebude zahrnovat viechny mozné fadky. Ani
spocetné nekone¢né mnoho radkt nekone¢né ¢tvercové tabulky nam prin-
cipialné nikdy nesta¢i na vypsani vSech moznych nekoneénych posloupnosti,
vSechny posloupnosti tedy neni mozné olislovat (vzajemné jednoznaéné
sparovat s pfirozenymi ¢isly), a musi jich tudiz byt néjak podstatné vic, nez
je ptirozenych cisel.

Cantorova uvaha se obvykle interpretuje rovnou pro zapisy realnych
Cisel, pri¢emz stadi redlnd ¢isla z uzavreného intervalu (0,1) (je-li jich ne-
spocetné mnoho, pak tim spiSe vech redlnych ¢isel nemiize byt spocetné
mnoho) - fadky tabulky tedy predstavuji rozvoj za desetinnou ¢arkou ¢isla
0,... reprezentovany nekone¢nou posloupnosti ¢islic.

Cantor vidi ve svém ditkazu potvrzeni, ze redlnych ¢isel je néjak pod-
statné, principialné vice nez prirozenych ¢isel (kterych je nekonecno), tedy
ze je je$té néjaké vétsi nekonec¢no, nez je aktudlni nekone¢no ptirozenych
¢isel - tzv. nespocetné nekonec¢no.

Cantor svij diikaz déle zobeciiuje. Rekli jsme si, Ze pro Cantora je mé-
Fitkem ,,stejné velikosti®, resp. stejné mohutnosti nekone¢nych mnozin exi-
stence vzajemné jednozna¢ného prifazeni. Jsou-li dvé nekone¢né mnoziny
rizné veliké, tj. maji-li riznou mohutnost, znamena to, Ze neexistuje zadné
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zobrazeni jedné na druhou, které by bylo vzdjemné jednozna¢né. Cantor
ukazuje, Ze mame-li obecné jakoukoli mnozinu M a mnozinu vsech jejich
podmnozin (tedy tzv. potencni mnozinu &i potenci mnoziny M), principidlné
nemuze existovat mezi témito dvéma mnozinami vzajemné jednoznaéné
zobrazeni. Diikaz provadi sporem: Necht takové zobrazeni existuje, na-
zvéme ho tfeba g Ke kazdému prvku a € M by g(a) mélo mit jako hodnotu
jedinou podmnozinu mnoziny M a ke kazdé podmnoziné m mnoziny M by
mél existovat pravé jeden prvek b mnoziny M takovy, ze g(b) = m. Nyni
uvazme mnozinu vSech prvkti mnoziny M takovych, Ze nejsou prvkem
svého obrazu v zobrazeni g, tj. {x € M; x & g(x)}, ozna¢me ji Q. Q je mnozina
prvkl z mnoziny M, jedna se tedy o podmnozinu mnoziny M (dokonce
i kdyby byla tato mnozina Q prazdna, byla by podmnozinou mnoziny M,
nebot prazdna mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny). Mél by k ni tedy
existovat vzor, tedy takovy prvek g € M, pro ktery plati g(g) = Q. Nyni by ale
méla nastat jedna ze dvou moznosti, bud g € Q, nebo q € Q. Pokud g € Q,
meélo by g splilovat vyS$e uvedenou charakteristiku prvki mnoziny Q, tedy
meélo by platit g & g(q), tj. ¢ € Q. Pokud ov$em plati g € Q, znamena to, ze
q splnuje vyse uvedenou charakteristiku q & g(g), a tedy q € Q. Plati tedy
q € Q & g & Q, coz je spor. Predpoklad existence vzdjemné jednozna¢ného
zobrazeni g mezi mnozinou a jeji potenci tedy vede ke sporu, tudiz takové
zobrazeni principialné nemize existovat.”

V tomto ditkazu je potfeba zdtiraznit dvé véci: 1) uvédomme si, zZe tato
formulace ditkazu v urcitém ohledu odpovida vyse uvedené antidiagonalni
metodé. Necht prvkiim g, b, ¢, ... mnoziny M prifadime jednotlivé pod-
mnoziny mnoziny M. Podmnoziny lze popsat pomoci tzv. charakteristické
funkce, tj. funkce, kterd ptifadi 1 v§em tém prvkiim mnoziny M, které jsou
prvky popisované podmnoziny, 0 pak vSem ostatnim prvkiim mnoziny M
(Cantor ve svém diikazu pouziva pravé tyto charakteristické funkce jako
reprezentace vSech moznych podmnozin mnoziny M). Uvedené si tedy
muzeme zapsat do tabulky:

2 Je potfeba mit na pameéti, Ze toto je reprodukce diikazu, ktera predstavuje jeho etablova-
nou interpretaci: Cantor sam formuluje ditkaz trochu odli$né, namisto s mnoZinami pracuje
s jejich charakteristickymi funkcemi a patrné nechape vSechny pojmy tplné tak, jak je dnes
obvyklé (pojem mnoziny byl tehdy teprve zavadén) — napf. Ferreirds ve své historické ana-
lyze (José Ferreirds, Labyrint of Thought - A History of Set Theory and Its Role in Modern
Mathematics (Basel: Birkhduser, 2007), 287) upozornuje na skute¢nost, ze Cantor chéapal
funkee (i charakteristické funkce) jako odlisné od mnozin.
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g(a) 0 1 1
g(b) 1 1 0
£(0) 0 0 0

Prvni fadek tabulky predstavuje jistou podmnozinu mnoziny M,
a sice takovou, kterd je onim predpoklddanym vzdjemné jednoznaénym
zobrazenim g prfifazena urcitému prvku mnoziny M, totiz prvku a. Tato
podmnozina je fddkem jednoznaéné urcena: je-li ve sloupecku néjakého
prvku a uvedena 0, znamena to, Zze a neni prvkem této mnoziny, 1 naopak
znamena, Ze prislusny prvek a prvkem dané podmnoziny je (podmnozina
g(a) popsand prvnim fddkem tabulky tedy neobsahuje a, obsahuje b, ob-
sahuje ¢, ...). Podobné reprezentuji podmnoziny mnoziny M i dal$i fadky
tabulky. Uvédomme si nyni, Ze diagonala tabulky (chapana jako charakte-
risticka funkce) vlastné predstavuje mnozinu vsech takovych a, které jsou
prvky svého obrazu g(a) (tj. maji na prislusném misté ve sloupci a hodnotu
1). Pokud vytvorime antidiagonalu tak, Ze misto 1 ddme 0 a misto 0 ddme 1,
dostaneme tak vlastné charakteristickou funkci mnoziny véech o takovych,
které nejsou prvkem svého obrazu g(a). Jelikoz antidiagonala principialné
nemuzZe byt obsazena v tabulce, ani ona mnozina vSech a takovych, ze ne-
jsou prvkem svého obrazu g(a), kterou antidiagondla predstavuje, nemize
byt obsazena v tabulce, a nelze k ni tedy najit prislusny vzor a.

Dale je ale tfeba si uvédomit, ze 2) Cantorovo tvrzeni o neexistenci
vzajemné jednoznaéného zobrazeni mezi mnozinou a jeji potenci je
obecnéjsiho razu: plati pro véechny mnoziny, tedy nejen pro nekoneénou
spocetnou mnozinu prirozenych ¢isel a jeji potenci, ale i pro tuto potenci
a jeji potenci (tj. mnozinu v§ech podmnozin mnoziny vSech podmnozin
prirozenych ¢isel) a obecné pro jakkoli mohutnou mnozinu. U mnozin
mohutnéjsich nez spocetné nekone¢né mnoziny je otazka, zda lze néjak
smysluplné mluvit o tabulce (jakémsi postupném vypisu) vSech podmno-
zin, Cantortiv diikaz o neexistenci vzdjemné jednoznaéného zobrazeni ale
nevyzaduje tabulku jako takovou (i kdyz, jak jsme vidéli, maze tabulka
na urcité drovni prispét k vétsi nazornosti dikazu). ,Diagondlni metoda“
Cantorova zobecnéného diikazu se omezuje na uvazovani mnoziny vsech
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takovych vzort, které nejsou prvkem svého obrazu, nevyzaduje se tu né-
jakd skute¢na diagonala tabulky.

Co vlastné ma Cantortiv ditkaz dokazovat? Jeho prvni ¢ast ma ukazat,
ze redlna Cisla (dokonce i jen redlna ¢isla z intervalu (0,1)) nelze vypsat
do nekone¢né spocetné posloupnosti radkt. Redlnych ¢isel je ,vic*, vzdy
bude existovat takové, které se v dané posloupnosti nevyskytuje. Znamena
to, ze vedle oné postulované aktualné nekone¢né mnoziny vsech ptiro-
zenych ¢isel tu mame je$té néjakou podstatné ,vét$i“ mnozinu, takovou,
kterou nelze na mnozinu ptirozenych ¢isel vzajemné jednoznaéné zobrazit.
Druhd, zobecnénd ¢ast diikazu ma ukazat, Ze ke kazdé sebevétsi mnoziné
existuje vzdy mnozina podstatné, zasadné vétsi, kterou nelze na ptivodni
mnozinu vzajemné jednoznacné zobrazit: totiz potence prislusné mnoziny,
tj. mnozina v8ech jejich podmnozin.

To vposledku vede k zavéru, Ze oblast nekoneéna co do mohutnosti ne-
omezené ,,bobtna“. Matematik David Hilbert tuto i$i mohutnéjsich a mo-
hutnéjsich nekonecen dokonce povazoval za jakysi r4j matematiku: ,Nikdo
nas nebude moci vyhnat z raje, ktery pro nas stvoril Cantor,“”” prohlasuje
v reakci na paradoxy, které v souvislosti s Cantorovou teorii vyvstaly a zdaly
se ji podstatné zpochybnovat. Cantortiv dtikaz ma tedy pomérné daleko-
sahlé dopady na bohatost ,,ontologie teorie mnozin®

5. Zadrhele a pochybnosti

Zkusme se nyni podivat na nékteré pochybnosti a vyhrady, které 1ze v sou-
vislosti s ditkazem vznést. Uvazme nejprve prvni ¢ast ditkazu, respektive jeji
etablovanou interpretaci. V té se vlastné predpoklada, Ze je mozné se pokusit
vypsat realna ¢isla jedno po druhém do posloupnosti (tabulky), pricemz
realna ¢isla od 0 do 1 maji byt reprezentovéana posloupnosti ¢islic za dese-
tinnou ¢arkou, ktera teoreticky mize byt nekoneéna. Vlastné nas disledné
vzato zajimaji pouze ty posloupnosti, které jsou aktudlné nekoneéné: jaké-
koli ¢islo s kone¢nym poctem desetinnych mist (resp. s kone¢nym poctem
nenulovych desetinnych mist) je ve skute¢nosti racionalni ¢islo (1ze je zapsat
jako zlomek), a raciondlnich ¢isel je ve smyslu vzdjemné jednoznacné zobra-

Y

zitelnosti ,,stejné“ jako pfirozenych ¢isel — ¢eho tedy musi byt néjak vic, jsou

> ,Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kénnen.“ David
Hilbert, ,,Uber das Unendliche, Mathematische Annalen 95, no. 1 (1926): 170. Hilbert tak
reaguje na problémy, které pro Cantorovu teorii predstavuji nasledné se vynotivsi paradoxy
(tzv. paradoxy naivni teorie mnozin).
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iraciondlni ¢isla. Cantor navic dokazuje, Ze dokonce i algebraickych ¢isel
(tj. &isel, kterd jsou fe$enim algebraické rovnice, jako je napt. V2 fefenim
rovnice x? - 2 = 0) je spodetné mnoho, onu nespocetnost redlnych ¢isel tedy
museji mit na svédomi tzv. transcendentni ¢isla, jako je m.

5.1 Nekonecénd rada

Nicméné jazykové prostfedky a matematické symboly z povahy véci ne-
pripoustéji existenci néjakého nekonecného retézce: byt mizeme pomoci
¢islic teoreticky zapsat libovolné velké ¢islo, vzdy se musi jednat o kone¢nou
posloupnost ¢islic; podobné lze teoreticky zapsat ¢islo s velmi dlouhym
desetinnym rozvojem, tento rozvoj ovéem musi byt kone¢ny. V§imnéme
si, Ze Cisla, kterd nelze zapsat pomoci kone¢né posloupnosti ¢isel, museji
matematikové popisovat a pojmenovavat pomoci dalsich vyraza a symbolt:
pomoci symbolu ,N2¢ Ize pojmenovat &islo, které 1ze popsat &i zadat jako
»pomér uhlopricky ¢tverce k jeho strané®, pomoci symbolu ,,n“ se oznacuje
¢islo, které 1ze popsat jako ,,pomér obvodu kruhu k jeho priiméru® aj. Jinymi
slovy, pouzit nekonecnou tadu ¢islic jako reprezentaci urcitého ¢isla je ne-
mozné a ani to nedava moc smysl (stejné jako nedava smysl tfeba predstava
nekonec¢né dlouhé véty).

Ta realna ¢isla, ktera 1ze zapsat pomoci kone¢nych posloupnosti, jsou
tedy ve skute¢nosti racionalni ¢isla, a tudiz jsou pro diagondlni dikaz irele-
vantni, a nekoneéné zapisy posloupnosti nedévaji smysl (uvédomme si jesté
jednou, Ze nikdy, Zddnym priddnim dalsich desetinnych mist nedostaneme
aktudlné nekone¢nou posloupnost - vidy maximalné ,hodné dlouhou® po-
sloupnost). Nicméné predstava je obvykle takova, zZe jelikoz iracionalni ¢isla
nelze reprezentovat kone¢nou posloupnosti ¢islic, je potteba si je predstavo-
vat jako takova ¢isla, ktera by byla reprezentovana nekone¢nou posloupnosti
¢islic, kdyby tedy takova posloupnost mohla existovat.

Tato predstava reprezentace vnasi do diagonalniho argumentu uréity
zadrhel: nékteré reprezentace sice vypadaji riizné, ,ve skute¢nosti“ (na za-
kladé ptijimaného tizu) ovsem reprezentuji jedno a totéz ¢islo - tak je neko-
ne¢na posloupnost 0,099999... povazovana za reprezentaci téhoz realného
¢isla jako reprezentace 0,10000... (tj. 0,1). Mohlo by se tedy stat, Ze byt se
antidiagonala bude od jednoho kazdého n-tého fddku lisit na misté n, presto
bude reprezentovat ¢islo, které je uz v tabulce obsazeno, oviem zastoupené

2 Viz Cantor, ,Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen,
258-62.
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jinou reprezentaci. Kdyby tedy vysla antidiagonala tfeba onéch 0,099999...,
jisté by se lisila od posloupnosti ¢islic 0,10000... na kazdém desetinném
misté, ovSem ve skuteénosti by reprezentovala ¢islo, které jiz muze byt
v tabulce zapsané - totiz pravé onou reprezentaci 0,10000... Obvykle se uve-
deny problém fesi tak, Ze se pri volbé antidiagonalnich ¢islic vyloudi devitka
a nula (takze se napfiklad nahradi kazdé diagonalni cislo, které je rtizné
od tf, trojkou, ¢islo tfi tieba ¢tyfkou), ¢imz se vyloudi dvoji reprezentace.
Ovsem uvazime-li argument v bindrni soustavé (kterd je blize zptsobu, ja-
kym argument podal Cantor, totiz obménovani posloupnosti slozené jen ze
dvou znaki), pravé naznaceny uhybny manévr neni mozny, jelikoz hodnota
antidiagonalni ¢islice mize byt vidy jenom jedna, totiz ta ,,opacna“ k dia-
gonalni ¢islici. V tomto pfipadé se nam miize stat, Ze se nebude mozné vy-
hnout tomu, aby antidiagonadla ,,konc¢ila“ nekone¢nou posloupnosti jednic¢ek
- a tedy by bylo mozné, aby antidiagondlni ¢islo bylo jiz v tabulce zapsano
jinou reprezentaci. Je ponékud zarazejici, Ze ony reprezentace realnych ¢isel
pomoci nekoneénych posloupnosti ¢islic jsou jednak nerealizovatelné, jed-
nak nejednoznac¢né - a ptitom je na jejich realizovatelnosti a jednoznac¢nosti
cely dikaz postaven.* Plati-li diikaz pro realna ¢isla, mél by pro né platit
nezavisle na tom, jak jsou zrovna reprezentovina: dokazujeme-li, dejme
tomu, Ze neexistuje nejvyssi prvocislo, mél by byt dikaz platny bez ohledu
na to, zapisujeme-li ¢isla v desitkové, nebo dvojkové soustavé.

Problém je v tom, ze diagonalni ditkaz smé$uje dohromady iraciondlni
¢isla se zptisobem jejich zépisu. Pokud vezmeme Cantortv dikaz doslova,
tedy predstavime si, Ze mdme pod sebe sefazené nekonecné posloupnosti
znakt ,m“ a ,w" lze snadno namitnout, ze zaddné nekone¢né posloup-
nosti znak® neexistuji a ani nemohou existovat, takze neni, co bychom
fadili. Pokud chceme uchopit nekoneény desetinny rozvoj iracionalnich
¢isel néjak matematicky, jako abstraktni matematicky objekt, napriklad
jako nekonec¢ny soucet soucindi a,.1/10 + a,.1/100 + a.1/1000 + ...,
tj.a, 10" +a,,.10% + a .10 + ..., kde a,, je néjaké prirozené cislo mensi nez
10, nabizi se moznost dané iraciondlni ¢islo chépat jako uréené nekone¢nou
posloupnosti pfislu$nych parametri, tedy pfirozenych ¢isel mensich nez 10.
Ovs$em ani nekone¢na fada ¢isel neni néjaky neproblematicky matematicky

2 Srovnej: ,,V tomto okamziku muZe ovSem kriticky ¢tenaf premyslet, kde se ona dvojznac-
nost vzala a jaky je viibec vztah uréité reprezentace, v tomto pfipadé nekone¢né posloupnosti
¢islovek, k ozna¢ovanému ¢islu, tedy k objektu, ktery je na ni v néjakém smyslu nezavisly. Tyto
otazky nechavaji matematici obvykle nezodpovézeny, resp. chovaji se k nim jako k banalitim
¢ije predpokladaji jako neproblematické [...],“ Vojtéch Kolman a Vit Punc¢ochat, Formy jazyka
(Praha: Filosofia, 2015), 302-3.
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pojem, jak na to upozoriiuje v této souvislosti Wittgenstein: ,nekone¢na
¢iselna rada je pouze nekone¢nou moznosti kone¢nych ¢iselnych rad.“*
Nekonecna ¢iselnd fada jako takova neni ve skute¢nosti realizovatelna ani
reprezentovatelna, jejim matematickym zachycenim je nejspise uréity pred-
pis (funkce) prirazujici urc¢ité hodnoty ptirozenym ¢islim (ktera vlastné
urcuji poradi hodnoty v posloupnosti) - jen takovyto predpis vytvari urcity
potencidl ,,do nekoneéna“ (spiSe neomezené) pokracovat v fadé ¢isel.® Jen
predpis ¢i pravidlo muze potencidlné produkovat dalsi a dalsi ¢leny fady,
»nahodnd“ nekone¢na fada nedava podle Wittgensteina smysl.”” V diagonal-
nim dikazu mohou tedy byt podle Wittgensteina nekone¢né posloupnosti
¢islic v jednotlivych fadcich zadany jen pomoci urditych predpisi, jen jako
funkce - a vytvofime-li ,antidiagonalni“ predpis vyuzZivajici systém viech

% Die unendliche Zahlenreihe ist nur die unendliche Maoglichkeit von endlichen
Zahlenreihen. In den Zeichen selbst liegt nur die Méglichkeit und nicht die Wirklichkeit der
Wiederholung. Die Mathematik darf nicht versuchen, von ihrer Méglichkeit zu reden. Wenn
sie versucht, ihre Moglichkeiten auszusprechen, d. h. wenn sie sie mit ihrer Wirklichkeit
verwechselt, dann darf man sie in ihre Grenzen zuriickweisen.“ Pfeklad: ,,Nekone¢nd ¢iselna
fada je pouze nekone¢nou moznosti koneénych ¢iselnych fad. Ve znacich samotnych je jen
moznost, nikoli skute¢nost opakovani. Matematika se nesmi pokouset mluvit o své moznosti.
Kdyz se pokusi vyslovit své moznosti, tj. kdyZ je zaméni se svou skute¢nosti, pak smi byt
odkazdna zpét do svych mezi.“ Ludwig Wittgenstein, Philosophische Bemerkungen (Frankfurt
am Mein: Suhrkamp, 1964), § 144.

26 Pfitom je potfeba mit na paméti, ze onen funkéni predpis predstavuje vzdy jen moznost,
potencialitu: ,Die Regeln iiber das Zahlensystem - etwa das Dezimalsystem - enthalten al-
les, was an den Zahlen unendlich ist. - Es hdngt alles an der Syntax von Wirklichkeit und
Moglichkeit. m = 2n enthalt die Moglichkeit der Zuordnung jeder Zahl zu einer andern, aber
es ordnet nicht alle Zahlen anderen zu.“ Pieklad: ,Pravidla ¢iselné soustavy — naptiklad de-
sitkové soustavy — obsahuji vSe, co je na ¢islech nekone¢né. — Ve zavisi na syntaxi skutec-
nosti a moznosti. m = 2n obsahuje moznost ptifazeni kazdého ¢isla druhému, ale neptitazuje
vSechna ¢isla druhym.“ Wittgenstein, Philosophische Bemerkungen, § 141.

¥ ,Regellose unendliche Dezimalzahl. ,Die Zahl die herauskommt, wenn man endlos wiir-
felt scheint unsinnig zu sein. — Eine unendliche Baumreihe. Wenn ein Gesetz gegeben ist,
nach welchem die Héhe der Baume wechselt, so ist die Reihe durch das Gesetz bestimmt und
vorstellbar. Wenn ich nun annehme, daf} es eine regellose Reihe geben kann, so ist das eine
Reihe iiber die ihrem Wesen nach nichts anderes bekannt sein kann, als daf} ich sie nicht
kennen kann.“ Pteklad: ,,Nahodile pokra¢ujici nekoneéné desetinné ¢islo. ,Cislo, které vznik4,
kdyz se donekone¢na hazi kostkou', se zda byt nesmyslné. - Nekone¢nd fada stromd. Pokud
je dan zakon, podle kterého se méni vyska stromd, je fada timto zdkonem urcena a pred-
stavitelnd. Kdyz budu piedpokladat, ze mize byt nahodild fada, pak je to fada, o které z jeji
podstaty nemtize byt znamo nic jiného, nez Ze ji nemohu znat.“ Wittgenstein, Philosophische
Bemerkungen, § 145.
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moznych predpisti, dostdévame se jiZ na jinou uroven, tedy mimo systém.*
Uvédomme si, Ze zatimco v pripadé zadavani predpist jednotlivych funkeci
popisujicich neomezené fady ptirozenych ¢isel (mezi 0 a 9) vyuzivame ruzné
kombinace ,,pocetnich operaci, v pfipadé uréovani predpisu antidiagonalni
funkce musime odkazovat na existujici jednozna¢né (pfitom vsak naho-
dile) uréenou posloupnost vsech takto urcenych funkci, tedy dostdavame se
na metatroven vymezovani. Podstatné je, Ze diagonalni argument by mohl
fungovat pouze za predpokladu, Ze redlnd ¢isla existuji nezavisle na zvo-
lenych reprezentacich, nicméné jejich (teoretickymi) reprezentacemi jsou

7o

pravé a jen vSechny varianty nekoneénych posloupnosti ¢islic (které maji
predstavovat desetinny rozvoj redlnych ¢isel) — coz je ovSem predpoklad
postulovany?®, nikoli néjak prirozeny (uz kvili tomu, Ze zadné nekone¢né
posloupnosti ¢islic nejsou mozné, a zachyceni nekone¢nych posloupnosti
pomoci predpist funkci je limitovano pravé moznostmi téchto predpist,
tedy moznostmi reprezentace).*

28 Cantor definiert eine Verschiedenheit hoherer Ordnung, namlich eine Verschiedenheit einer
Entwicklung von einem System von Entwicklungen. Man kann diese Erkldrung so beniitzen,
dafl man zeigt, dafl eine Zahl in diesem Sinne von einem System von Zahlen verschieden ist:
sagen wir 1 von dem System der algebraischen Zahlen. Aber wir kdnnen nicht gut sagen, die
Regel, die Stellen in der Diagonale so und so zu verdndern, sei dadurch als von den Regeln des
Systems verschieden bewiesen, weil diese Regel selbst ,hoherer Ordnung’ ist, denn sie handelt
von der Veridnderung eines Systems von Regeln und daher ist es von vornherein nicht klar, in
welchem Fall wir die Entwickelung so einer Regel von allen Entwicklungen des Systems ver-
schieden erklaren wollen.“ Pfeklad: ,Cantor definuje diferenci vyssiho #ddu, a to diferenci mezi
rozvojem a systémem rozvojii. Pomoci tohoto vysvétleni lze ukazat, ze ¢islo v tomto smyslu je
odli$né od systému ¢isel: feknéme 7 od systému algebraickych ¢isel. Ale nelze dost dobfe Fici,
Ze jsme takto dokazali odlisnost pravidla méniciho pozice na diagonale takovym a takovym
zplisobem od pravidel systému, jelikoz toto pravidlo samo je ,vy$siho Fadu’, nebot pracuje se
zménou systému pravidel, a tudiz neni od zacatku jasné, v jakém pripadé chceme vysvétlit
rozvoj takovéhoto pravidla jako odli$ny ode vSech rozvoju systému.“ Ludwig Wittgenstein,
Bemerkungen tiber die Grundlagen der Mathematik (London and Cambridge, MA: Basil
Blackwell and MIT Press, 1967), 11-7, 58.

» Srovnej: ,Dukaz nespocetnosti kontinua totiz neimplikuje nutné, Ze je redlnych ¢isel vice
nez ptirozenych, a Ze tedy musi existovat redlna ¢isla nepojmenovatelna v jazyce. K takovému
zavéru lze dojit jen tehdy, (1) pfedpokladame-li, Ze je jejich celek dan nezavisle na zvolenych
reprezentacich [...]. Tim, Ze uchopil pojem funkce jako nejliberalnéjsi rozsifeni pojmu ptita-
zeni, které je jednozna¢né smérem vpravo, Cantor zdanlivé vyhral celou ,hru‘ na vymezeni
kontinua jednoduchym fiat.“ Vojtéch Kolman, Filosofie ¢isla (Praha: Filosofia, 2008), 383-84.
* K Wittgensteinovu pojeti viz téz napt. Valérie L. Therrien, ,Wittgenstein and Labyrinth
of ,Actual Infinity": The Critique of Transfinite Set Theory,” Ithaque 10 (2012). Podobny smér
kritiky jako Wittgenstein voli i Vojtéch Kolman (Vojtéch Kolman, ,,Continuum, Name and
Paradox,” Synthese 175 (2010): 351-67, viz téZ Kolman a Puncochat, Formy jazyka, 301-14).
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Obdobna nejasnost panuje i v oblasti teorie mnozin, konkrétné v otdzce
velikosti poten¢ni mnoziny, které se tyka druha ¢ast Cantorova diikazu: Jak

znamo, Cantorova ,naivni“ teorie mnozin vedla k paradoxtim, a byla proto

nahrazena axiomaticky formulovanymi teoriemi mnozin, pficemz nejéas-
téji pouzivand je Zermelova-Fraenkelova axiomatika (dale ,,ZF axiomatika“
¢i ,,ZF teorie®). Mnozina je dnes ¢asto vymezovana jako to, co je definovéno

o ¢

axiomy teorie mnozin,” nikoli tedy tfeba jako ,,soubor objektt, jak mno-
ziny ,naivné“ vymezuje Cantor.”> ZF axiomatika je zaloZena na myslence
tzv. kumulativni hierarchie: aby se teorie vyhnula ,,paradoxnim“ soubortim
(treba Russellové mnoziné véech mnozin neobsahujicich sebe samé), vychazi
z predstavy, jako kdyby byly mnoziny postupné vytvareny z jiz hotovych
mnozin, typicky vytvofenim jejich poten¢ni mnoziny, pficemz za vychozi
mnozinu se povazuje prazdnd mnozina.*® (Tato pfedstava md ovem jenom
napomoci porozumét struktufe mnozinového univerza, mnoziny jsou stan-
dardné povazovany za zcela statické, neni na nich nic dynamického, onen
proces vytvareni jako by jiz byl hotov.) Zaroven se prohlasi jako axiom, Ze
existuje aktualné nekonecna mnozina - k té bychom pfirozené zadnym

' Viz napt. Joan Bagaria, ,,Set Theory,” in Stanford Encyclopedia of Philosophy, navstiveno
2. tnora 2023, https://plato.stanford.edu/archives/spr2023/entries/set-theory: ,,In set theory,
however, as is usual in mathematics, sets are given axiomatically, so their existence and basic
properties are postulated by the appropriate formal axioms. The axioms of set theory imply
the existence of a set-theoretic universe so rich that all mathematical objects can be construed
as sets.”

2 ,Unter einer ,Mannigfaltigkeit’ oder ,Menge‘ verstehe ich namlich allgemein jedes Viele,
welches sich als Einen denken 1af3t, d.h. jeden Inbegriff bestimmter Elemente, welcher durch
ein Gesetz zu einem Ganzen verbunden werden kann, und ich glaube hiermit etwas zu defini-
eren, was verwandt ist mit dem platonischen eidos oder idea [...]“. Pfeklad: ,,,Mnozstvim' nebo
,mnozinou’ rozumim totiZ obecné kazdé ,mnoho’, které lze myslet jako jednotu, tj. kazdy sou-
bor ur¢itych prvkd, ktery miize byt spojeny v jeden celek prostfednictvim néjakého zakona;
vétim, Ze takto definuji néco, co je ptibuzné s platénskym eidos ¢i ideou [...].“ Georg Cantor,
Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. Ein mathematisch-philosophischer
Versuch in der Lehre des Unendlichen (Leipzig: Teubner, 1883), 43; ,,Unter einer ,Menge* verste-
hen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer
Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente’ von M genannt werden) zu einem
Ganzen.“ Preklad: ,,,Mnozinou’ rozumime kazdé shrnuti M uréitych dobte odlisenych pred-
méti m naseho nazoru nebo naseho mysleni (tyto predméty se nazyvaji ,prvky [mnoziny]
M) do jednoho celku.“ Cantor, ,Beitridge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre,“ 481.
3 ,Zermelova a Fraenkelova axiomatika [...] pfedpokldda, Ze univerzum mnozin vznika po-
stupné v jednotlivych krocich. V kazdém kroku je dina mnozina v§ech doposud sestrojenych
mnoZzin a nové mnoziny vznikaji jako jeji ¢asti, tedy jako prvky jeji potence. MiZeme Fici, Ze
mnoZinové univerzum vznika iterovanim operace potence.“ Bohuslav Balcar a Petr Stépanek,
Teorie mnozin (Praha: Academia, 2000), 21.
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skladanim a kombinovanim koneénych mnozin nemohli nikdy dospét,
musi tedy byt postulovana.

Schéma axiomu vydéleni®* zaruluje, Ze lze z kazdé mnoziny vydélit jeji
podmnozinu takovych a jen takovych prvka, které spliuji urc¢itou formuli
¢(x) daného jazyka, z kazdé mnoziny lze tedy vyclenit do podmnoziny ta-
kové prvky, které maji spole¢nou néjakou ,vlastnost® popsatelnou danym
jazykem. Axiom potence pak zaruluje, Ze ke kazdé mnoziné lze vytvorit
mnozinu jejich podmnozin. Jsou-li axiomy povazovany za to, co konstituuje
mnoziny, nezdd se, ze by mélo byt nutné povazovat za mnoziny i néco, co
neni témito axiomy konstituovano. To oviem dohromady znamena, ze di-
sledné vzato axiomy ZF chdpané jako konstitutivni zavazuji jen k existenci
takovych podmnozin, jejichz prvky jsou néjak spole¢né popsatelné danym
jazykem - axiomy nijak nevynucuji, aby libovolna jazykem ZF teorie ,,ne-
popsatelnd“ kombinace prvkt dané mnoziny tvotila jeji podmnozinu; to, ze
libovolny soubor prvkl urcité mnoziny nutné predstavuje mnozinu (a tedy
podmnozinu dané mnoziny), je ve skute¢nosti pouze jakysi ,naivni“ predte-
oreticky predpoklad, axiomy ZF by mohly byt splnény i v modelu, ve kterém
tento predpoklad neplati. Poten¢ni mnozina pfirozenych c¢isel tedy musi
obsahovat tfeba mnozinu vSech sudych prirozenych ¢isel, mnozinu vSech
mocnin ¢isla 3, mnozZinu vSech prvocisel atd., ale axiomy ZF neni nijak
zaruceno, Ze musi obsahovat jednu kazdou nekone¢nou kombinaci ptiro-
zenych ¢isel. Tedy podobné jako se zdd, Ze pouze néjaky funkéni predpis
muze stanovit, urcit ,nekone¢nou” posloupnost ¢isel, i mnoziny mohou byt
chépdny jako ,konstituovatelné® vyc¢lenénim z jiz existujicich mnozin pouze
pomoci urcitého popisu.

Funkce jsou v dne$ni matematice obvykle chdpany jako mnoziny
usporddanych n-tic. Nekone¢nou posloupnost ¢isel od 0 do 9 popsanou
pomoci funkce 1ze tedy chapat jako mnozinu vSech takovych uspotradanych
dvojic, mezi kterymi se vyskytuje pro kazdé prirozené ¢islo pravé jedna
dvojice obsahujici toto prirozené ¢islo na prvnim misté, na druhém misté
pak libovolné ¢islo mezi 0 a 9. V disledku zminéného chapani axiomatiky
jako konstitutivni jsou ovSem teoreticky ,konstituovany“ pouze takové
mnoziny usporadanych dvojic, které 1ze néjak popsat (o tom pravé hovori
Wittgenstein — predstava nahodilé posloupnosti nedava smysl, k ustaveni
posloupnosti je potfeba néjaké pravidlo, predpis). Cantor ve svém ,,naivnim®
(a sporném) pojeti mnozin mohl jesté predpokladat, ze zminéné mnoziny

** Namisto axiomu vydéleni Ize pracovat s obecnéj$im schématem axiomu nahrazeni, které je
ov$em trochu méné ,ndzorné“.
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odpovidajici popsatelnym i nepopsatelnym nekoneénym posloupnostem
existuji néjak nezavisle na svém (pfipadném) zptsobu popisu a na jakékoli
axiomatice, nicméné (snad) bezesporna axiomatika ZF, pravé proto, aby se
vyhnula sporu, nevynucuje existenci jakychkoli mnozin nad ramec toho, co
sama konstituuje, tedy v daném pripadé nad ramec mnozin, které je schopna
néjakym predpisem vytvorit ¢i vyclenit z jiz existujicich mnozin. Poten¢ni
mnozina nekone¢né* mnoziny tedy v ramci ZF axiomatiky zdaleka nemusi
byt tak ,velika“, podobné nemuseji ve smyslu ZF axiomatiky existovat
vSechny mnoziny ,ztvarnujici“ nekoneéné posloupnosti (tedy vyse popsa-
nym zptsobem obsahujici usporddané dvojice kombinujici kazdé prirozené
¢islo s pravé jednou hodnotou).

Pokud je tedy, zjednodusené feceno, onéch nekonecnych posloupnosti
tolik, kolik je jejich moznych popistl, a moznych popistl je, vzhledem k jejich
konec¢nosti a vzhledem ke spocetnosti jazyka, vzdy maximdlné spocetné
nekonecno, mélo by byt i onéch (popsatelnych) nekoneénych posloupnosti
prosté spocetné nekonecno.

I na posloupnosti chdpané jako spojené s pfislusnym predpisem lze ale
aplikovat diagondlni argument: je-li moznych predpisi spocetné mnoho,
mélo by byt teoreticky mozné ony popisy (pfedpisy funkci) néjak postupné
olislovat, pricemz jejich Cislovani bude potencidlné neomezené stoupat
(vidy je mozné pridat jesté dalsi novy popis). Pokud aplikujeme mys-
lenku diagondlniho dikazu na tyto ocislované predpisy funkci f,(x), f,(x),
£,(x), ..., miZeme nadefinovat novou funkci g(x) ndsledujicim predpisem:
g(x) = |f.(x) — 1], kteryito pfedpis ndm zaruci, Ze se hodnota funkce g bude
pro argument 1 li$it od hodnoty funkce f,, pro argument 2 lisit od hodnoty
funkce f, ..., pro argument n od hodnoty funkce f, a tak déle, takze se ex-
tenze*® funkce g 1isi od extenze kazdé funkce f . Je oviem tfeba si uvédomit,
ze funkce g neni definovana néjakym jednoduchym predpisem (jak by se
mozna mohlo zdat), ale predpisem, ktery predpoklada vyuziti vSech ,,dosa-

* Je potteba si uvédomit, Ze tfeba kazdou kone¢nou mnozinu pfirozenych ¢isel Ize jedno-
znaéné ,popsat” (zadat) napriklad vyctem, kazdé prirozené ¢islo ma totiz diky funkci nésled-
nika své ,,jméno®; co nelze vzdy zadat, je nekone¢nd podmnozina mnoziny pfirozenych ¢isel.
* ,Extenzi funkce se v zdsadé standardné mini mnozZinovy objekt obsahujici v§echny a pravé
jen piislu§né usporadané dvojice (pripadné obecnéji n-tice) typu (x, f(x)), tedy (argument,
funkéni hodnota funkce f pro tento argument). I kdyZ matematici maji obvykle za to, Ze
extenze funkce je prosté totéz co tato funkce sama (funkce tedy neni nic jiného nez mno-
zinovy objekt), odliseni extenze funkce od jeji intenze nebo dejme tomu od jejiho zpiisobu
zaddni ndm naptiklad umoziuje hovofit o dvou riznych funkcich (ve smyslu jejich predpisu)
majicich tutéZ extenzi (stejnym ¢islam prifazujicich stejnou hodnotu), jako jsou dejme tomu
funkce f(x) =xa g(x) = (x + 2)* - (x - 2)* - 7x.
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vadnich® predpisti funkci. Kdybychom ji tedy chtéli zapsat prostym kombi-
novanim funkéniho predpisu pro argument 1, (jiného) funkéniho predpisu
pro argument 2 atd. atd., dostali bychom ,,nekoneény*“ (tj. nikdy nedodélany,
neukonditelny) predpis funkce g Jak o tom uz byla fe¢, predpis funkce g je
na jakési metaurovni (jak o tom mluvi Wittgenstein: prislusny predpis se
musi opirat o cely systém predpisii, viz pozn. pod ¢arou 28). Lze mit néjaky
koneény predpis, ktery by byl schopen pro kazdy argument vyprodukovat
funkéni hodnotu danou pokazdé jinou funkei?

5.2 Rekurzivni funkce

V teorii vy¢islitelnosti se pracuje s pojmem tzv. rekurzivni funkce: to je
funkce, ktera je algoritmizovatelnd, tj. (pfinejmens$im teoreticky) néjak vy-
pocitatelna ¢i naprogramovatelna: ,,Intuitivni pojem efektivné vycislitelné
funkce je pojem takové funkce, pro kterou existuji urcita explicitni pravidla,
podle nichz je teoreticky mozné spocitat jeji hodnotu pro jakykoli dany ar-
gument.“” Jako predpis tzv. primitivné rekurzivnich funkcilze pouzit nékteré
zakladni jednoduché (,,primitivni“) funkce (nulovou funkci, funkci ndsled-
nika S(x) a tzv. funkci projekce P’ kterd z k argumentt vybere ten na i-tém
misté), pripadné jejich slozeni pomoci algoritmizovatelnych pravidel (totiz
kompozice - nova funkce je urcena jako jista jiz definovana funkce apliko-
vana na argumenty predstavované funkénimi hodnotami jiz definovanych
funkeci: h(xl, s X)) =f(gl(x1, s X))y o5 & (X s X)); @ tzv. primitivai
rekurze — funkce je definovana pomoci jiz definované funkce tak, Ze je ur-
¢ena jeji hodnota pro argument nula a pro argument naslednika libovolného
argumentu, pficemz je urena pomoci funkéni hodnoty tohoto argumentu:
hO,x,...,x) =flx,....,x) ah(S(y), x, ..., x) =gy h(y, X5 ., X )X .00y
x ). Predpisy primitivné rekurzivnich funkci ziskané ze zékladnich funkci
jejich ptipadnou kombinaci pomoci uvedenych pravidel tedy predstavuji
postupy ,efektivniho vy¢isleni®, tedy vypocitani funkéni hodnoty pro ten
ktery zadany argument. Jelikoz predpisy funkci jsou skladany ze spocetného
jazyka a samy jsou kone¢né, bude jich jen spocetné neomezené mnoho (jiz
vytvorené predpisy lze vzdy jesté skladat do delsich a delsich predpisit), jsou
tedy teoreticky ocislovatelné.

37 ,The intuitive notion of an effectively computable function is the notion of a function for
which there are definite, explicit rules, following which one could in principle compute its
value for any given arguments.“ George S. Boolos, John P. Burgess, and Richard C. Jeffrey,
Computability and Logic (Cambridge: Cambridge University Press, 2007), 63.
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Méme-li tedy néjaky seznam f (x), f,(x), ... pfedpisti primitivné re-
kurzivnich funkci, vy$e uvedenou diagondlni metodou se dokazuje, ze
existuje ,antidiagonalni“ funkce g(x), ktera ma jinou extenzi nez libovolna
£, (%), a tudiz jeji predpis nemtliZe byt v tomto seznamu obsazen, a tedy
neni primitivné rekurzivni: totiz napiiklad funkce zadana predpisem
g(x) = f (x) + 1. Vymezeni efektivné vy¢islitelnych funkci se proto rozsituje
- k dosud ptijatym pravidlim vytvareni primitivné rekurzivnich funkci
se pridava jesté tzv. pravidlo minimalizace (funkéni hodnotou argumentu
bude takové nejmensi y, které splituje urcitou zadanou podminku; neexis-
tuje-li takové y, nebude funkce pro dany argument definovana®*), které
roz§ifuje okruh vy¢islitelnych funkci na tzv. ¢dstecné rekurzivni funkce
(jichzZ jsou primitivné rekurzivni funkce pouhou podskupinou). Lze uka-
zat, Ze i onu antidiagondlni funkci g pro primitivné rekurzivni funkce
lze predepsat jako ¢aste¢né rekurzivni funkci: umoznuje to skute¢nost,
ze je mozné kodovat jednotlivé znaky a posloupnosti znaktt pomoci ¢isel
(mluvi se o tzv. Godelovych ¢islech, jelikoz Godel tuto moznost kédovani
jazyka vyuzil ve svém slavném diikazu o netplnosti aritmetiky®), funkce
g tedy pro kazdy vstupni argument x, ktery zaroven predstavuje index
prislusné funkce, ,rozkéduje” ¢islo dané funkce (pfifazené prislusnému
indexu*’) a nasledné, zjednodusené feceno, vlastné ,simuluje“ pfislusnou
funkci f_a vypocita jeji funkeni hodnotu pro zadany argument x.*' Timto
zptisobem tedy lze, mame-li o¢islovanou posloupnost predpisti primitivné
rekurzivnich funkci, uvést jednotny koneény predpis funkce fungujici tak,
ze tato funkce pro kazdy argument n najde ,vypocet® n-té funkce, kterou je
potieba v daném kroku aplikovat na pfislu$ny argument; pokud tuto funkci
upravime tak, Ze k vypocétené funkéni hodnoté jesté pticte jednicku, bude
se jednat o predpis oné antidiagonalni funkce.

3% Zarovei se pozaduje, aby funkce byla definovana pro kazdy nizsi argument, neni-li tedy
funkce definovana v néjakém a mens$im nez b, nebude urcité definovana ani v b.

% Kurt Godel, ,,Uber formal unentscheidbare Sitze der ,Principia Mathematica' und verwan-
dter Systeme,“ Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38 (1931): 173-98.

0 Pro ucely diagonalniho dtikazu predpokladame, ze mdme néjaké ocislovani funkci zadané;
jinak je myslitelny tfeba takovy algoritmizovatelny postup o¢islovani, podle kterého se bu-
dou postupné vypisovat del$i a delsi posloupnosti znakt daného jazyka a testovat, kterd ze
zapsanych posloupnosti odpovidé pfipustnému zépisu primitivné rekurzivni funkce - témto
posloupnostem budou postupné pridélovana ¢isla od 1 vyse, takze kazdému zdpisu funkce
bude teoreticky ptipadat néjaké poradové ¢islo.

4 Technické podrobnosti viz napf. Walter Dean, ,Recursive Functions, in Stanford
Encyclopedia of Philosophy, zvlaté kap. 2.2.2, nebo Vitézslav Svejdar, Logika, netiplnost, slozi-
tost a nutnost (Praha: Academia, 2002), kap. 2.2.

174



Cantordv diagondlni dikaz

Céste¢né rekurzivni funkce oviem kvili operaci minimalizace nemuseji
byt definovany pro jeden kazdy argument (tj. nemusi byt tzv. totdlni; totalni
¢aste¢né rekurzivni funkce jsou nazyvany ,,obecné rekurzivni nebo prosté
»rekurzivni®), jelikoz se mutize stat, ze Zadné y spliwujici uréitou podminku
vibec neexistuje, tedy prirozené neexistuje ani nejmensi y spliujici tuto
podminku. Pri uziti pocita¢ové analogie si lze takovou funkci predstavit
jako pocitacovy program, ktery na urcitém vstupu nedospéje k zZadnému
vystupu. Prakticky to ovSem znamend (a proto ono oznaleni ,¢aste¢né
rekurzivni®), ze pocita¢ testuje vys$si a vy$si y, aniz by dospél k néjakému,
které splituje uréenou podminku: a neni jasné, zda k nému ,jednoho dne“
dospéje, nebo zda takové y viibec neexistuje a pocita¢ bude pokracovat v hle-
dani dal a dal. Ani ze zadani ¢aste¢né rekurzivni funkce nelze vzdy poznat,
zda bude, nebo nebude totalni - a lze dokonce dokazat, Ze urceni totalnosti
funkce, resp. toho, zda se urcity program nékdy zastavi, nelze obecné zjistit
rekurzivnim, tedy algoritmizovatelnym zptisobem.*?

Jsou ov§em nékteré funkce, o kterych lze dokazat, Ze nejsou primitivné
rekurzivni, zaroven jsou ale totalni — naptiklad tzv. Ackermannova funkce*’;
podobné i ona antidiagonalni funkce g musi byt totdlni, jelikoz pro kazdé
n je hodnota g(n) urcena hodnotou funkce f,, ktera je primitivné rekurzivni,
a tedy totdlni. Existuji tudiz funkce, které nejsou primitivné rekurzivni,
pouze ¢aste¢né rekurzivni, pfitom jsou ale totdlni.

Vratme se nyni zpét k nasemu uvazovani nekone¢nych posloupnosti
urc¢enych néjakou algoritmizovatelnou funkci. Nekone¢nd posloupnost
prirozené nemize obsahovat Zadné ,mezery” (musi mit néjakou hodnotu
na prvnim misté, na druhém misté, ...), funkce ji urcujici tedy musi byt
totdlni. Z predchoziho plyne, Ze nékteré posloupnosti (naptiklad ona an-
tidiagondlni) mohou byt uréeny funkci, kterd neni primitivné rekurzivni,
ale jen ¢aste¢né rekurzivni, predpisy primitivné rekurzivnich funkci tedy
nepokryvaji véechny algoritmizovatelné nekone¢né posloupnosti. Jako
je mozné algoritmicky vytvaret seznam prepisi primitivné rekurzivnich
funkci, je mozné algoritmicky vytvaret i seznam predpisd castené re-
kurzivnich funkci - kazdy predpis ¢aste¢né rekurzivni funkce je kone¢ny
a sestaveny podle presné danych pravidel; neni ale mozné algoritmicky
vytvorit seznam prdvé a jen predpist totdlnich ¢aste¢né rekurzivnich (tj.
rekurzivnich) funkci, jelikoz jejich totalnost nelze ze samotného predpisu
poznat. Seznam predpisii vSech funkci, které urcuji nekone¢nou posloup-

2 Viz napt. Dean, ,,Recursive Functions,” zvlasté kap. 3.2.
# Viz napt. Boolos, Burgess, and Jeffrey, Computability and Logic, 84-85.
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nost (tj. rekurzivnich funkci) lze tedy ziskat jen neptimo, jakozto obsazeny
ve (spocetném!) seznamu predpisti véech ¢asteéné rekurzivnich funkei.

Pritom uvazujeme-li seznam vsech ¢asteéné rekurzivnich funkeci, diago-
nélni argument v tomto pripadé tak uplné nefunguje: Pokud totiz uvazujeme
diagondlu posloupnosti uréenych ¢aste¢né rekurzivnimi funkcemi, miize se
stat, Ze diagonala na nékterém fadku neni definovana, tedy pro jistou funkci
f, neni hodnota f, (1) urcena - ale neni-li funk¢ni hodnota f (1) definovana,
neni definovana ani funk¢ni hodnota antidiagonalni funkce g(n) = f (n) + 1.
A neni to tak jednoduché, ze by bylo mozné priradit g(n) jakoukoli ¢iselnou
hodnotu, pokud by f (1) nebyla definovana (pak by se posloupnost ur¢ena
funkci g jisté lidila od posloupnosti dané funkci f na n-tém misté), jelikoz
funkce g by opét méla byt zaddna néjakym algoritmizovatelnym predpisem,
ale jak bylo feceno, zadny algoritmus obecné rozhodujici, kdy f (1) neni
definovana, neexistuje.** Kdyz si opét vypomtzZeme pocita¢ovou analogii,
program vypocitédvajici hodnotu f pro argument n bézi a béZi a neni jasné,
zda nékdy prijde s néjakym vysledkem, nebo pobézi stdle dal. Ma-li tedy byt
antidiagonalni funkce g zaddna néjakym algoritmizovatelnym predpisem
(tedy byt alespon ¢aste¢né rekurzivni), mize se stat, ze bude pro néjaky
argument # nedefinovana, a tudiz se pak mtze shodovat s néjakou funkci f,
v daném seznamu, kterd rovnéz neni pro argument n definovana.*® Mame-li
tedy seznam ¢éaste¢né rekurzivnich funkci, miize byt predpis jeho antidiago-
ndaly v tomto seznamu obsazen, aniz by to znamenalo néjaky spor.

Co tedy z toho vSeho plyne? Milizeme mit spocetny seznam predpist
caste¢né rekurzivnich funkci. Nékteré extenze téchto funkci predstavuji
nekone¢né posloupnosti ¢isel, tedy onen teoreticky nekoneény desetinny
rozvoj redlnych (isel; nékteré ovSem nikoli, jelikoz nékteré jejich ,.¢leny“
nemuseji byt definovany. I kdyz nelze néjakym algoritmizovatelnym zptiso-
bem vybrat pravé ty ¢aste¢né rekurzivni funkce, jejichz extenze predstavuji
prislusné posloupnosti (tedy prislusné funkce jsou totalni), seznam vsech
rekurzivnich funkci je soudasti spocetného seznamu vsech ¢dste¢né rekur-
zivnich funkci, tedy z tohoto hlediska neni diivod povazovat ho za nespo-

* Strucny, le¢ prehledny vyklad dané problematiky lze nalézt na https://web.mat.bham.
ac.uk/R.W.Kaye/computability/diagforprmachines.html, navstiveno 24. 1. 2023.

> Srovnej: ,,we can see that the partial computable functions differ from the primitive recur-
sive functions in admitting a universal function within the same class but at the same time
giving up the requirement that the functions in the class must be total.“ Dean, ,Recursive
Functions, kap. 3.2.
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¢etny.*® Prijmeme-li tedy predpoklad, Ze nekoneénd posloupnost musi byt
zaddna néjakym pravidlem, (algoritmizovatelnym) predpisem funkce, je
téchto predpist jen spocetné mnoho, respektive tyto predpisy jsou vsechny
obsazeny ve spoCetném seznamu a pripadny antidiagondlni predpis tohoto
seznamu miize byt také zahrnut v tomto seznamu, aniz by to vedlo ke sporu.
Cantor tudiz musi nejprve postulovat nekone¢né fady symboli jako pfedem
dané a na zptisobu zadani zcela nezavislé entity, aby mohl dovést sviij diago-
nédlni argument ke sporu.”” Pokud tento postulat nepfijmeme, Cantortiv di-
kaz ukazuje maximalné to, Ze primitivné rekurzivni predpisy funkci nestaci
pro popsani nekone¢nych posloupnosti, je potfeba brat v potaz i (nékteré)
¢aste¢né rekurzivni predpisy.

Zaroven ovsem na zakladé pravé uvedeného se zd4 platit nasledujici: Je-li
teoreticky mozné ocislovat vSechny ¢aste¢né rekurzivni funkce, je mozné
vytvotit (nekone¢nou) posloupnost ¢iselnych kodt téchto funkei. Nékteré
z téchto usporadanych kéda kéduji rekurzivni funkce - nelze ovem algo-
ritmicky rozhodnout, které z nich to jsou. Existuje tedy néjaka jednoznaéné
urcend posloupnost ¢isel (totiz kodtl pravé a jen obecné rekurzivnich funkei),

¢ Srovnej: ,Now, due to their schematic or syntactic characterization, you can easily make
alist of all partial recursive functions. This practical or pretheoretical enumerability is further
identified with so-called recursive enumerability or enumerability via a recursive function,
where the nonempty set is called recursively enumerable if it is in the range of some recursive
function. In the enumeration of all partial recursive functions, all recursive functions are
contained by definition, building enumerable totality in Cantor’s sense, whereby a subset of
an enumerable set is enumerable. But in our algorithmic, computable sense this enumerability
is only fictitious, because there is no effective way of separating the non-total functions from
the total ones, and hence, recursive functions are (recursively) non-denumerable. [...] The
(recursive) non-denumerability of the continuum has this time obviously nothing to do with
its ,size’, which is clearly denumerable in Cantor’s sense, and, as a result, we cannot repeat
his argument to get bigger and bigger cardinalities. So, we are not leaving the grounds of the
nameable entities at all.“ Kolman, ,,Continuum, Name and Paradox,“ 361-62.

47 Naptiklad i Lorenzen upozormuje na to, Ze se ve skute¢nosti jednd o zna¢né ,,vagni“ postulat,
ktery ovSem byl ptijat z praktickych duvodii: ,Radikdlni rozdil mezi kone¢nymi a nekonec-
nymi desetinnymi zlomky se jiz pfedem stird. Kone¢ny desetinny zlomek lze zapsat, neko-
ne¢ny nikdy. Hovofit o posloupnosti nekone¢né mnoha ¢islic je tedy, pokud ne zcela nesmy-
slné, tak prinejmensim velmi vagni. [...] ,Redeni‘ problému téchto paradoxi [teorie mnoZin]
spocivajici v zdkazu aktudlné nekone¢nych mnozin bylo nasnad¢, ale nebylo ptijatelné, dokud
se nevédelo, jak presto zachovat to podstatné z klasického (novovékého) infinitesimalniho
poctu. Pravé v 19. stoleti se totiz zdélo, Ze teorie infinitesimalnich procest, jako jsou derivace
a integrace, stoji poprvé na pevném zakladé - a to diky definici realnych ¢isel prostfednic-
tvim ,libovolnych® posloupnosti ¢i mnozin raciondlnich ¢isel.“ Paul Lorenzen, ,Aktualni
nekone¢no v matematice, in O $patném nekonecnu, eds. Vojtéch Kolman a Robert Roreitner
(Praha: Filosofia, 2013), 403-4.
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ktera neni zadatelna néjakym algoritmizovatelnym pfedpisem. To se zda byt
v rozporu s predpokladem, Ze nekone¢né posloupnosti nejsou néjak samy
od sebe, ale museji byt zadany néjakym pravidlem ¢i predpisem.

Z toho lze ale vyvodit rtizné zavéry: bud jsou nekoneéné posloupnosti
jakési platonské matematické entity existujici nezavisle na svém pripadném
zadani (popisu, predpisu), pficemz jen malou ¢ast z nich jsme schopni né-
jakym zptisobem vymezit, drtivd ¢ast (nespocetnd) je ovSéem mimo dosah
nasich vyrazovych a oznacovacich moznosti. Nebo maji nase vyrazové
a oznacovaci moznosti ten specificky rys (dany tim, Ze jednak umoznuji
odkazovat i samy k sobé, jednak jsou z povahy véci ,nevycerpatelné®), ze
jsou schopny vzit v potaz vie dosud oznacené jako celek a odkazat k nécemu,
co je definovano jen na zékladé tohoto celku jako takového (jak o tom bude
jesté fe¢ v nasledujici kapitole): tak je mozné naptiklad definovat nekone¢-
nou posloupnost, ktera je vymezena pomoci uréitého vztahu ke v§em dosud
oznacenym nekoneénym posloupnostem. Tim zpisobem vlastné ,trans-
cendujeme® ony vyrazové a oznacovaci moznosti a dospivame k novym,
umoznénym jen na zakladé dosud uskute¢néného oznaceni. Vsimnéme si,
ze i ona nekonecna rada kodii rekurzivnich funkeci je néjakym zptsobem
(byt nealgoritmickym) vymezena, uréena v jazyce, pficemz je pro jeji vyme-
zeni tfeba mit néjak ,hotové® a zakédované vsechny predpisy rekurzivnich
funkci. Nejedna se tedy o zadnou nahodilou fadu, jejiz pfedstavu Wittgen-
stein zpochybnuje.

6. Vice predpokladi

Stejné jako je pro mnohé matematiky (pfinejmensim od dob Cantora) pti-
jatelna predstava Cisla (teoreticky) reprezentovatelného zapisem nekonecné
fady ¢islic, je pro né piijatelna i predstava ,,aktudlniho nekone¢na®, hotové
mnoziny objektti, kterych je nekone¢né mnoho. Druhd ¢ast Cantorova
dukazu tedy pracuje pravé s takto chdpanymi nekoneénymi mnoZzinami
a moznosti vzajemné jednoznacného zobrazeni mezi nimi. Cantor ukazuje,
ze v nékterych pripadech, jako je tfeba prifazovani nekone¢né mnoziny jeji
vlastni potenci, by pfipadnd existence vzajemné jednozna¢ného zobrazeni
mezi nimi vedla k moznosti konstruovat takovou podmnozinu vychozi
mnoziny, kterd by principidlné nemohla mit sviij vzor mezi prvky vychozi
mnoziny: to vede Cantora k zavéru, Ze je tfeba odmitnout moznost vzajemné
jednozna¢ného zobrazeni mezi mnozinou a jeji potenci.

Pouzita rozsifena ,diagonalni“ metoda konstrukce oné bezprizorni
mnoziny je ovéem ponékud o$idnd a v nékterych specifickych pripadech
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vede k jinému zavéru, nez ktery na jejim zakladé ve svém dikazu vyvozuje
Cantor. Uvedeme si postupné tti priklady. Prvni priklad se velmi podobd
tomu Cantorovu, jenom bere v potaz mnoziny obecné. V teorii mnozin je jiz
dlouho standardné pfijimano pojeti, Ze moznymi prvky mnozin jsou zase jen
mnoziny (pti¢emz se obvykle vychazi od prazdné mnoziny jako zakladniho
stavebniho kamene), neberou se tedy v ivahu néjaké takové prvky, které by
nebyly mnozinami. Pfi tomto pojeti Ize tedy kazdou mnozinu M chapat jako
uréenou zminovanou charakteristickou funkci, tj. funkei, kterd kazdé mno-
Ziné priradi 1 v pfipadé, Ze tato mnozina je prvkem mnoziny M, 0 v ptipadé,
ze tomu tak neni. Pro lep$i ndzornost si miZeme predstavit mnoziny vy-
psané v tabulce, kde ¢islo v bunice v fadku f a sloupci a uréuje, zda mnozina
m_ je ¢i neni prvkem mnoziny m, (pficemz je tfeba brat v potaz, Ze predstava
v$ech mnozin vypsanych do obycejné tabulky je pfi cantorovské rozbujelosti
mnozin ponékud nedostacujici - jednd se jen o urcitou pomucku):

S

3
of =| o| 3
ol ol o| 3
o| of —=| 3

Tabulka v souladu s Cantorovym diagondlnim argumentem nemtze
obsahovat svoji antidiagonalu, existuje tedy fadek, ktery v tabulce neni uve-
den, a tabulka tudiZz nemuze byt ,¢tvercova®. To ovéem neddva moc smysl:
mé-li tabulka v zahlavii v prvnim sloupci tutéz posloupnost, prosté musi byt
¢tvercova. Pro¢ vni ale neni onen ,,antidiagondlni fadek®, ktery pfece nepro-
blematicky vymezuje jistou mnozinu, jezZ ov§em v prislu$ném seznamu neni
a dokonce nemiize byt obsazena? Lze namitnout, jak jiz bylo naznaceno, ze
mnozin je prece néjak podstatné vic, jsou nespocetné, tedy nedava smysl
predstava jejich srovnani do seznamu, do uvedené tabulky. Na mnoziny lze
ov$em aplikovat i druhou, obecnéjsi ¢ast Cantorova ditkazu: Necht g je né-
jaké vzajemné jednoznacné zobrazeni souboru vSech mnozin na sebe sama.
Uvazujme mnozinu N vSech mnozin takovych, které nejsou prvkem svého
obrazu v tomto zobrazeni (tato mnozina pfirozené muZe byt i prazdnd). Tato
mnozina také musi mit sviij vzor v zobrazeni g, dejme tomu m . OvSem nyni
v souladu s Cantorovymi ivahami dostdvime spor, nebot je-li m prvkem
svého obrazu g(m ), tj. mnoziny N, musi pro néj platit v souladu se zaddnim
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mnoziny N, Ze m & N, tj. m €& g(m ), a neni-li n prvkem svého obrazu g(m ),
musi v souladu se zaddnim N platit, ze m € N, tj. m € g(m ).

(Ne)ptrekvapivé tento potencidlni spor ovSem nevedl k zavéru, Ze tedy
nemuze existovat vzajemné jednozna¢né zobrazeni mezi souborem vsech
mnozin a souborem vech mnozin, a tudiz je mnoZin vice nez mnozin: to
se totiz da dost tézko tvrdit, jelikoz se zda, Ze kazdy soubor lze vzajemné
jednozna¢né zobrazit sim na sebe, pfinejmens$im jiz zminénym zobraze-
nim identity - kazdému prvku prfifadime tento prvek samotny. Takze je-li
kazdé mnoziné ptifazena ona sama, tj. pro kazdou mnozinu m bude platit
g(m) = m, mélo by se jednat o vzajemné jednozna¢né zobrazeni souboru
vSech mnozin na soubor v§ech mnozin (a bez relace identity by se teorie
mnozin tézko obesla).

Jelikoz v tomto pripadé tedy sotva muize byt zpochybnovana existence
vzdjemné jednozna¢ného zobrazeni souboru na sebe sama, je mozné
zpochybnit zptsob konstrukce oné ,antidiagondlni“ mnoziny vsech téch
mnozin, které nejsou prvkem svého obrazu - takovato mnozina je o¢ividné
problematickd, jelikoz zaroven nemuze a musi obsahovat svtij vzor (v pti-
padé zobrazeni identity g(m) = m se jedna o znamou Russellovu paradoxni
mnozinu vSech mnozin, které nejsou prvkem sebe samych*® - ta by totiz
zdroven méla a neméla obsahovat sebe samu); pfipadné lze zpochybnit, ze
by bylo mozné shrnout v§echny mnoziny do néjakého hotového, jednotného
celku, tedy Ze by soubor véech mnozin byl sdm mnozinou, a tedy by pro
néj mély platit standardni mnozinové vztahy, napriklad Ze je relaci identity
zobrazen vzajemné jednoznac¢né sam na sebe. Axiomatiky teorie mnozin,
jako je ZF, které pozdéji vznikaly pravé proto, aby néjak blokovaly paradoxy
cantorovské naivni teorie mnozin, zvolily pravé zminény ptistup a odmitly
nékteré soubory jako vhodné pro aplikovani béznych mnozinovych postupt
(tfeba zobrazeni na sebe sama) — opfely se o tezi, Ze nékteré soubory (v za-
sadé vSechny soubory, jejichz predpoklad by vedl k néjakému sporu) nejsou
ve skute¢nosti mnoziny, nybrz tzv. vlastni tfidy. Pro vlastni tfidy neplati
axiomy pro mnoziny, vlastni tfidy nemohou byt ni¢eho prvkem, nemaji po-
tenéni mnozinu atp. V ZF axiomatice, jak uz o tom byla fe¢, se za mnoziny
povazuji jen soubory axiomaticky ,konstruovatelné“ z vychozich mnozin
na zékladé vy$e zminéné predstavy kumulativni hierarchie, takze ty soubory,

** Viz dopis Russella Fregovi v Gottlob Frege, Wisseschaftliche Briefwechsel (Hamburg: Felix
Meiner Verlag, 1976), Russell an Frege, XXXVI/1, 16. 6. 1902, 211. To, Ze ,antidiagondla“
predstavuje mnozinu vSech mnozin, které nejsou prvkem sebe samych, ukazuje dobie pred-
chézejici ilustrativni tabulka.
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ke kterym nelze takto dospét (a jejichZ existence neni zaruc¢ena axiomaticky,
jak je tomu u nekone¢né mnoziny), nejsou povazovany za mnoziny, nybrz
za vlastni ttidy. Vysledkem je, ze v ZF teorii nelze uvazovat soubor v$ech
mnozin jako mnozinu, a tedy nelze uvazovat ani jeho zobrazeni na sebe
sama, ¢imz je vy$e uvedena antidiagonalni ivaha zablokovana.

Aplikace cantorovského diagonalniho postupu tedy v tomto pripadé
vedla k jinému zavéru, nez v Cantorové klasickém dikazu: namisto aby byla
popfena moznost existence vzajemné jednozna¢ného zobrazeni, axioma-
ticky se zabranilo moznosti oné ,,diagonalni® konstrukce, tedy neptipustilo
se, Ze by bylo mozné pracovat se souborem vsech mnozin jako s mnozinou,
zobrazovat ho na sebe sama a pak uvazovat ,antidiagonalu® tohoto zobra-
zeni a pfipadné onu problematickou mnozinu v§ech mnozin, které neobsa-
huji samy sebe.

Uvazme jesté jiny priklad. Prvocisel je nekoneéné mnoho, a jelikoz
predstavuji podmnozinou prirozenych ¢isel, mélo by jich byt maximalné
spocetné nekone¢né mnoho, tedy mélo by existovat vzajemné jednoznacné
zobrazeni mezi prvocisly a pfirozenymi ¢isly (jinymi slovy, prvocisla by
meélo byt 1ze ocislovat). Méjme nyni libovolné takové zobrazeni g a uvazujme
vSechna takova prvocisla, kterd nedéli sviij obraz, tj. viechna p,  g(p).*
Uvazme nyni jejich soudin, feknéme P. Ten by jakoZto prirozené ¢islo mél
mit v zobrazeni g sviij vzor, ozna¢me ho p,. Jestlize oviem p,déli P, znamena
to, Ze jelikoZ je prvociselny rozklad jednozna¢ny, musi byt p, jednim z p,
a tudiz by nemélo délit sviij obraz, tj. P. A pokud p, nedéli P, znamend to, Ze
spliuje vybérové kritérium pro p,, tedy je jednim z Cinitelt ¢isla P, a musi ho
proto délit.

Ani v tomto prfipadé to ovSem nevede k zavéru, Ze vzajemné jedno-
zna¢né zobrazeni mezi prvodisly a pfirozenymi ¢isly neexistuje, ale odmitne
se ona ,antidiagonalni“ konstrukce: nasobenim vsech vzoru, které nedéli
své obrazy, nemusime dospét k pfirozenému ¢islu (tj. potencialnimu obrazu
zobrazeni g) - onéch vzori miize® byt nekone¢né mnoho, a soucin neko-

* Néjaké takové p, urcité bude existovat, jelikoz neni mozné, aby kazdé prvocislo ve vzajemné
jednozna¢ném zobrazeni na prirozena ¢isla délilo svij obraz: naptiklad pro vSechna ptiro-
zena (isla, kterd jsou mocninami tieba ¢isla 3 (tj. 3, 9, 27 atd.), je mezi prvocisly k dispozici
jen jediny potencialni vzor, ktery by je délil, totiz ¢islo 3; to ale mizZe byt vzorem pouze pro
jedno ptirozené ¢islo, tudiz vSechny ostatni mocniny t#{ uz nemohou byt v daném zobrazeni
délitelné svym vzorem. Z uvedené ivahy zdrovei plyne, ze takovych p, bude dokonce neko-
necné mnoho - na kazdé prvocislo p, pfipada nekone¢né mnozstvi mocnin tohoto prvocisla,
ke kterym vsak existuje jen jediny potencidlni vzor, ktery by je délil, totiz samo prvocislo p,.
% Ve skutec¢nosti jich musi byt nekone¢né mnoho, viz ptedchozi pozndmka pod ¢arou.
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ne¢né mnoha prirozenych ¢isel (vét$ich nez 1) sim neni povazovan za pfiro-
zené Cislo. Opét je tu odmitnuta ona konstrukce prislusného objektu, stejné
jako ,,byt mnozinou neobsahujici samu sebe“ je prohlageno za nepifipustné
kritérium pro konstrukci mnoZiny, ani vynasobeni nekone¢né mnoha priro-
zenych ¢isel vétsich nez 1 neni povazovano za vedouci ke konstrukci ptiro-
zeného cisla. V obou pripadech je tedy odmitnuta nikoli moznost vzdjemné
jednozna¢ného zobrazeni, ale moZnost oné antidiagonalni konstrukce
prislusného ,objektu® (mnoziny ¢i pfirozeného ¢isla). Russell tuto metodu
~reseni®, totiz odmitnuti takovych (komplikovanych) konstrukei, které by
vedly k ur¢itému rozporu, jako nepfipustnych, oznacuje jako ,,cikcak teorii®
a povazuje ji za ponékud nedostacujici.”

Na tomto piikladu je také dobfe patrné, ze rozdil mezi (jakkoli velikym)
poctem a nekone¢nem je zcela zdsadni: postupnym nasobenim ptirozenych
¢isel (vétsich nez 1) se dostaneme k vét$im a véts$im ¢islim, vzidy vsak ke kon-
krétnimu koneénému ¢islu. MiZeme soucin nasobit dal a dal, nikdy se tak
nedostaneme mimo systém prirozenych ¢isel. Pokud ovSsem prohldsime, ze
jsme toto nasobeni provedli nekonecnékrdt (co presné to vlastné znamena?),
najednou ,,vypadneme ze systému" ptirozenych ¢isel, uz nedostaneme zadny
¢iselny vysledek. Nekone¢no nelze chéapat jako jakési prodlouzené ¢i aproxi-
mované kone¢no, nybrz jedna se o zcela novou kategorii.”* Podobné lze tedy
namitnout, Ze definujeme-li ono nové antidiagonalni ¢islo tak, Ze se na prv-
nim desetinném misté lisi (tfeba o 1) od Cisla a, na druhém o 1 od ¢isla
a, ..., nan-tém od ¢isla a , ... atd., zadali jsme sice hodnotu n-té Cislice
desetinného ¢isla pro jisté n, ale nijak jsme se nedostali dal, pfes hranici
nekonecna - ani ono ,,magické“ ,atd. ndm nezajisti proniknuti do jiné kate-

°' ,Zigzag Theory*, srovnej: ,We may decide that all ordinary straightforward propositional
functions of one variable determine classes, and that what is needed is some principle by
which we can exclude the complicated cases in which there is no class. In this view, the state of
things is like that in the differential calculus, where every commonplace continuous function
has a derivative, and only rather complicated and recondite functions have to be excluded.”
Sdm m4 ovSem o aplikovani tohoto feSeni trochu pochyby: ,But hitherto, in attempting to
set up axioms for this theory, I have found no guiding principle except the avoidance of con-
tradictions; and this by itself, is a very insufficient principle, since it leaves us always exposed
to the risk that further deductions will elicit contradictions.” Bertrand Russell, ,On Some
Difficulties in the Theory of Transfinite, Proceedings of the London Mathematical Society 2-4,
no. 1 (1907): 37-39.

52 Srovnej: ,,Nesmysl za¢ind ¢astou piedstavou, Ze by velké ¢islo bylo nekoneénu prece jen blize
nez malé. Nekonecno - jak jsme fekli — kone¢nu nekonkuruje. Je tim, co nevylucuje z podstaty
z4dné kone¢no.“ Wittgenstein, ,,Gramatika nekone¢na,” § 138, 548.
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gorie.” Postupnym pridavanim cislic desetinného rozvoje ndm pouze roste
délka ¢iselné fady, vzdy je ovSem konec¢na. Cantor musi postulovat existenci
nekone¢né rady, aby mohl prohlasit, Ze dospél ke sporu. A ZF axiomatika
teorie mnozin, kterd ma odstranit spornost Cantorova systému, musi, jak
jsme vidéli, zavést specialni axiom rovnéz postulujici nekone¢nou mnozinu,
jelikoz ,,.kumulativni“ metodou se od kone¢nych mnozin k nekone¢nu ni-
kterak nelze dostat.

Zkusme si uvést jesté jeden priklad, tentokrat nikoli z oblasti matema-
tiky, ale z oblasti pfirozeného jazyka. Jazyk disponuje kone¢nym poctem
smysluplnych vyrazi, kazdd véta musi obsahovat jen kone¢ny pocet téchto
vyrazu, véech vét v jazyce je tedy jen potencidlné neomezeno (,,nekone¢no®)
v tom smyslu, ze vzdy lze vytvotit je§té dal$i novou vétu k jiz formulovanym.
Vét je tudiz spocetné mnoho, lze je tedy teoreticky ocislovat.** Kdybychom
ovéem méli véty ocislované, tj. ,pojmenované, v ptirozeném jazyce by
nam nic nebrdnilo pouzivat tato jména uvnitt jazyka - jako jsme v pripadé
vzajemné jednozna¢ného zobrazeni g definovali ,,problematickou” mnozinu
vSech vzoru, které nejsou prvkem svého obrazu, pravé pomoci tohoto pri-
fazeni g, mtizeme analogicky formulovat vétu, kterd uz pfedpoklada ono
o¢islovani jednotlivych vét, tfeba fici, Ze ,Véta s ¢islem 10 je pravdiva“; také
ale mtizeme fici: ,Véta s ¢islem prfifazenym této vété je nepravdiva®, tedy
ona moznost mluvit v jazyce o vétach tohoto jazyka a vyjadrovat se k jejich

5% Srovnej: ,Ich erfasse eine unendliche Strecke auf andere Weise als eine endlose. Der Satz
iiber sie kann nicht durch ein endlos gedachtes Schreiten verifiziert werden, sondern nur mit
einem Schritt.“ Preklad: ,Nekone¢nou cestu vnimdm jinym zptisobem neZ cestu bez konce.
Véta o ni nemuze byt verifikovdna bez konce pokrac¢ujicimi myslenymi kroky, nybrz pouze
jednim krokem.“ Wittgenstein, Philosophische Bemerkungen, § 123; ,,Aber ein sukzessives
Erfassen ist schon moglich nur fithrt es eben nicht zur Gesamtheit. Diese liegt: nicht auf dem
Weg den wir schrittweise gehn, & nicht: am unendlich fernen Ende dieses Weges. (Das alles
heif}t nur ,e(0) - €(1) - €(2) - u.s.w.’ ist nicht das Zeichen eines logischen Produkts.)“ Preklad:
»Postupné uchopovani je mozné, pouze nevede k totalité; ta se nenachazi ani na cesté, kterou
krok za krokem prochazime, ani na nekone¢né vzdaleném konci této cesty. (To v§e znamena
pouze to, Ze ,£(0) . €(1) . €(2) . atd. neni oznacenim logického soucinu.)“ Ludwig Wittgenstein,
Interactive Dynamic Presentation (IDP) of Ludwig Wittgenstein’s Philosophical Nachlass
http://wittgensteinonline.no, Ms-113,75v.

¢ Dokonce je teoreticky mozné je o¢islovat takovym zptisobem, Ze prislu§né ¢islo véty danou
vétu zaroven jednoznacné urcuje, koduje: tedy vyuzit jiz zminénou tzv. godelizaci jazyka, totiz
ptifazeniriznych ¢isel vyraziim jazyka, kterych je kone¢né, a kodovani jednotlivych posloup-
nosti téchto ¢isel vyrazii do jediného jednoznaéné uréeného ¢isla.
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pravdivosti ¢i nepravdivosti jiz vede k moznosti formulovat paradox lhafe,
a tedy ke ,,spornosti® jazyka (jak to chape Tarski*).

Pokusme se ale zachovat analogii s diagonalni metodou. Nékteré véty
mohou néco fikat o jinych vétach, tfeba ,,Véta ,Snih je bily‘ je ¢esky” - vtomto
pripadé tato véta, feknéme V , vypovida néco o vété ,,Snih je bily*, feknéme
V . Ptirozené lze vypovidat néco i o vice vétach (tieba ,Véty ,Snih je bily*
a ,Saze jsou Cerné‘ jsou Cesky“), dokonce o potencialné nekoneéné mnoho
vétach (,VSechny véty o sudém poctu slov jsou nepravdivé®). Uvazme Ctver-
covou tabulku, ve které jsou v zahlavi i v prvnim sloupci uvedeny véty V,,
V., V,, ... v pofadi svého ocislovani. V bunkach tabulky pak budou jednicky
a nuly podle toho, zda véta odpovidajiciho fadku vypovida, ¢i nevypovida
o vété prislusného sloupce. Takze kdyby naptiklad n-ty fadek tabulky mél
predznamenanou zminénou vétu V, ,Véta ,Snih je bily* je cesky®, v bunce
v m-tém sloupci pod vétou V,_,,Snih je bily“ by byla jednicka, pod ostatnimi
vétami by byly nuly. Rada vét nevypovida o zadné vété ¢&i vétach, v tabulce
tedy bude mnozstvi stejnych radka sestavajicich ze samych nul, to ovSem
nemd u nekone¢né tabulky na diagonalni metodu zadny vliv. Uvazime-li
diagonalu této tabulky a predstavime si, zZe je jednim z fadku tabulky, bude
mit tento fadek jednicky u téch vét, které néjak vypovidaji samy o sobé
(tfeba ,Tato véta je ¢esky®), u ostatnich bude mit nuly. Tento fddek by tedy
patrné odpovidal tieba vété ,VSechny véty, které vypovidaji samy o sobé,
jsou formulovany v jazyce® (pficemz je zde podstatny pouze subjekt véty, tj.
o kterych vétach se vypovida, predikat je v zasadé libovolny, mohli bychom
tedy vybrat fadu jinych vhodnych priklad®’®) - o té lze fici, Ze vypovida
pravé o téch vétich, které vypovidaji samy o sobé. Antidiagonala by pak
patrné odpovidala tfeba vété ,VSechny véty, které nevypovidaji samy o sobé,
jsou formulovany v jazyce®, ozna¢me tuto vétu prosté jako V. Otazkou
nyni je, zda by véta V viibec teoreticky mohla byt v tabulce (jelikoz se jedna
o antidiagonalu, v dané tabulce by se vyskytovat neméla, tabulku by ovéem
meélo jit preskladat, napfiklad dat vétu V hned jako prvni radek tabulky;
diagondla tabulky by se tak zménila, antidiagonalni argument by pak platil
déle pro novou antidiagonalu). Co by ovéem méla véta V v burice pod vétou

% Alfred Tarski, ,Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen,” Studia Philosophica
1(1935): 261-405 a Alfred Tarski, ,The Semantic Conception of Truth and the Foundations of
Semantics,“ Philosophy and Phenomenological Research 4 (1944): 341-76.

¢ Uvédomme si, ze tu nejde o to, zda je véta pravdiva, ¢i nepravdiva, ale zda vypovidd o pri-
slusnych sebereferujicich vétach. Kazdd véta s kvantifikdtorem ,,v§echny véty, které vypovidaji
samy o sobé“ bude odpovidat stejnému fadku tabulky, totiz takovému, ktery je totozny s dia-
gonalou. Bylo jiZ fe¢eno, Ze se v tabulce budou ¢asto opakovat stejné radky.
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V? Vypovida sama o sobé, nebo nevypovida? Pokud vypovidd, méla by
nevypovidat, jelikoz se tyka jen vSech takovych vét, které nevypovidaji samy
o sobé. Pokud nevypovidd, méla by vypovidat, jelikoz se pravé vztahuje
ke vSem vétam, které nevypovidaji samy o sobé. Zda se, ze samo zvazZovani,
zda prislu$nd véta V vypovida, ¢i nevypovida sama o sobé, vede k proble-
matickému zavéru, lhostejno, zda véta V odpovida antidiagondle ¢i nikoli.
Pfitom se nezdd, ze by na samotné antidiagondle jakoZto posloupnosti nul
a jednicek bylo néco sporného - problematické je zadani (v tomto ptipadé
prislu$nd véta), které antidiagonale néjak odpovida.

Na tomto prikladu je opét vidét, ze moznost sestrojeni antidiagondly
jesté nevede k jednoznaénému zavéru, ze tabulka tudiz nemiize byt ¢tver-
cova — zrovna v tomto pripadé opét musi byt ctvercova, jelikoz zahlavi
i prvni sloupec tabulky tvofi tataz posloupnost vét. Co je tedy tfeba odmit-
nout jako nespravny predpoklad? Spoletnost vét jazyka, takze nemad tplné
smysl mluvit o néjaké tabulce? Ovem véty jakozto principiadlné kone¢né
posloupnosti vyrazu spocetného jazyka by mély byt spocetné, navic antidi-
agondlni argument by mél fungovat obecné, tedy i pro nespocetné mnoziny
(viz druha ¢ast Cantorova diikazu): mohli bychom predpokladat libovolné
vzajemné jednozna¢né zobrazeni vét na sebe samé, dejme tomu g, uvazovat
vétu ,VSechny véty, které nevypovidaji o svém vzoru v daném zobrazeni g,
jsou formulovany v jazyce® a ptat se, zda tato véta vypovida o svém vzoru,
nebo nikoli - opét dospéjeme ke sporu. Nebo mé byt odmitnut predpoklad,
Ze ,antidiagondlni véta“ je vétou (podobné jako standardni teorie mnozin
odmita povazovat mnoZinu vsech mnozin neobsahujicich sebe samé za mno-
Zinu)? Zda se ale, ze véta ,,VSechny véty, které vypovidaji samy o sobé, jsou
formulovany v jazyce“ (V') je vétou, pro¢ by tedy véta ,,VSechny véty, které
nevypovidaji samy o sobé, jsou formulovany v jazyce“ neméla byt? Pro-
blematicky se zda byt fakt, ze véty tohoto druhu jsou vlastné formulovany
na metatrovni, mluvi o vSech vétach jazyka, zaroven tim ale mluvi i samy
o0 sob¢, tedy jsou samy soucdsti i oné zdkladni Grovné, o niz je fe¢. Diago-
nalni véta V' i antidiagondlni véta V se vztahuji na vsechny véty urcitého
druhu, je tedy legitimni se ptat, zda i ony samy jsou tohoto druhu, zaroven
ovSem véta V vymezuje véty, ke kterym se vztahuje, jako pravé ty, ke kte-
rym se nevztahuje (o nichz nevypovidd), coz v jejim ptipadé vede ke sporu.
Podobné by mohl byt v Cantorové diagonalnim dtikazu povazovan za pro-
blematicky uz zptsob zaddni ptislu§ného ,antidiagonalniho radku® jsou-li
vSechna redlna ¢isla v daném intervalu vyjmenovéana v pfislu§ném seznamu
(to je vychozi ptedpoklad), zptsob konstrukce ,,antidiagonalniho ¢isla“ si
vynucuje, ze se toto ¢islo musi lisit i samo od sebe (jelikoz by se jakoZto
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¢islo z daného intervalu mélo v seznamu nékde vyskytovat).”” Zaroven
nelze aplné fici, Ze toto problematické zadani je jen reductio ad absurdum
puvodniho predpokladu moznosti vytvofit vyCerpavajici seznam neko-
neénych posloupnosti (tj. moznosti vzajemné jednoznaéného prifazeni
nekonec¢nych posloupnosti a prirozenych ¢isel), jelikoz, jak bylo ukdzano,
i tézko zpochybnitelny pfedpoklad moznosti vzajemné jednoznac¢né zobra-
zit soubor (at uz véech mnozin, &i v8ech vét) sdim na sebe vede k obdobné
problematické antidiagonalni konstrukei.

Povsimnéme si, ze cantorovskd diskutabilni antidiagonalni konstrukce
z&visi na nékolika podstatnych predpokladech: Jednim je existence aktudiné
nekone¢ného souboru, tedy néceho, co na rozdil od potencialniho neko-
nec¢na, které neomezené umoznuje dalsi a dalsi pridavani ¢i zvétSovani, je
jiz hotové, ukoncené, vse jiz bylo ,,ptidano“ a nic dalsiho pridat nelze (napf.
neexistuje uz zadné prirozené ¢islo mimo mnozinu prirozenych ¢isel). Jen
za tohoto predpokladu je mozné fici, ze nas uvedend antidiagondlni kon-
strukce dovede k hotovému, konkrétnimu ¢islu, které je vyjadreno (resp.
bylo by vyjadfeno, kdyby néco takového bylo mozné) nekone¢nou, nicméné
hotovou, dodélanou fadou ¢islic. Naopak chapeme-li nekone¢no jako po-
tencidlni, zdkonité nemuze tabulka obsahovat v§echny posloupnosti ¢islic,
samoziejmé vzdy existuje jesté dal$i radek, ktery lze k tabulce ptidat - to
je podstata potencidlné neomezené tabulky. Podobné je potfeba v obecnéjsi
¢asti Cantorova diikazu predpokladat existenci i aktudlné nekoneénych
mnozin a zahrnout je do systému, jelikoz jinak by se mohlo stat, Ze onéch
vzort, které nejsou prvkem svého obrazu, by bylo neomezené mnoho, takze
by jejich cely souhrn ,,vypadl“ ze systému a diikaz by nebyl platny (nesplnéni
tohoto predpokladu vede k moznosti odmitnout vy$e zminény analogicky
priklad s prvolisly - nekone¢ny soudin prvolisel prestava byt soucasti
systému). Predpoklad aktualniho, hotového nekone¢na ovéem neni néjak
nezpochybnitelny, jedna se spie o postulované vychodisko.

S predpokladem existence aktualné nekone¢nych mnozin souvisi jesté
jeden predpoklad: zatimco, jak bylo feceno, napiiklad nekoneénékrat opa-
kované ndsobent ¢i s¢itani prirozenych ¢isel jiz nevede k prirozenému ¢islu,
nekonec¢nékrat opakované operace s mnozinami vedou opét k mnozinam.

57 Problematiku drovni vypovidani a vymezovani né¢eho vzhledem k celku vymezeni (pro-
blém ,vicious circle” v definovani) fedil v reakci na paradoxy uz Russell, ktery ve snaze o blo-
kovani téchto problémii zavedl svoji teorii typii, tj. odliSeni rizné urovné objektil a o nich
vypovidanych predikatech, pfipadné mnozin (Alfred N. Whitehead and Bertrand Russell,
Principia Mathematica, 3 volumes (Cambridge: Cambridge University Press, 1910, 1912,
1913)).
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Kupfikladu to, ze soubor véech podmnozin libovolné nekone¢né mnoziny
je opét mnozinou, je predpoklad (pozdéji v axiomatikdch vtéleny do axiomu
potence), ktery zajistuje, Ze ani pti uvazovani nekone¢né mnoha véech moz-
nych kombinaci prvka nekoneéné mnoziny shrnutych do jednoho celku
neopustime oblast mnozin.

Dalsi podminkou je, Ze uvnitf systému mame k dispozici takova indivi-
dua, kterd néjakym zptisobem ,koduji ¢i ,pokryvaji“ dokonce nekone¢né
mnoho jinych individui ze systému: miizeme uvazovat mnozinu slucujici
dohromady nekone¢né mnoho vzort, které nejsou prvky svého obrazu, jez
se v systému chova jako individuum - jakozto takové je prifazované ve vza-
jemné jednozna¢ném zobrazeni a vyzaduje sviij vzor. Podobné lze vytvorit
posloupnost predstavujici jedno konkrétni ¢islo, ktera je ve vztahu ke kaz-
dému ¢islu v systému, totiz v tom vztahu, Ze se od kazdého z nich li$i na tom
desetinném misté, jaké je poradi daného ¢isla v seznamu. Tuto podminku
splituje i zminény priklad s prvodisly: soucin vSech prvocisel, kterd nedéli
svij obraz, predstavuje, diky jednoznacnosti prvociselného rozkladu, ¢islo
»kodujici“ vSechna prislu$na prvocisla (respektive predstavuje je v pripadé,
kdyz je onéch prvocisel kone¢né mnoho).

Soucasné je takto zaroven ,kédovano“ ¢i ,zahrnuto® jesté néco dalsiho,
totiz poradi ¢isel v seznamu ¢i ono vzdjemné jednoznaéné zobrazeni, které se
predpoklada jako jiz hotové, dané - z nekone¢ného, ale jiz ,,uskute¢néného®
vzajemné jednoznaéného zobrazeni nekone¢nych mnozin umime vybrat
vSechny dvojice, které cosi splnuji, z potencialné nekone¢ného mnozstvi vét
umime vybrat vSechny, které to ¢i ono vypovidaji ¢i nevypovidaji o (jinych)
vétach, z mnozin vSechny, které obsahuji (¢i neobsahuji) samy sebe apod.
Problematické na prislusném kritériu vybéru je, Ze jiz predpokladd jakousi
kategorizaci jako uskute¢nénou, danou, pfitom je ale samo soudasti této ka-
tegorizace a miize ji ménit — Poincaré o tom hovortijako o ,nepredikativnich“
kritériich, totiz takovych, kterd vybirané objekty nemuseji splniovat néjak
nezavisle samy od sebe, ale jejich splnovani muze zaviset na aplikované kate-
gorizaci. Poincaré pouziva jako priklad klasifikaci ,,celé ¢islo definovatelné
nejvyse sto slovy“ - pokud bychom vypsali vSechny maximalné stoslovné
fetézce, které definuji ¢isla, je mozné na zakladé tohoto jiz hotového seznamu
nové definovat ¢isla, jejichz definice v seznamu neni obsaZzena, jelikoz se
opird o hotovy a ukonceny seznam, presto vak nové (diky uskute¢néné kla-
sifikaci) spliuji ptislusné kritérium: ,,mezi témito vétami pak budou takové,
které budou mit smysl az poté, co byla klasifikace dokoncena, tj. véty, které
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se tykaji samotné klasifikace*® (pfikladem by mohl byt popis ,nejmensi
¢islo, jehoz popis neni obsazen v daném seznamu® - definuje ¢islo méné nez
sto slovy, presto z povahy véci nemize byt obsazen v pivodnim seznamu).
Poincaré upozornuje na to, Ze u nekone¢nych souborti nemtize byt nepredi-
kativni klasifikace, ktera se zaklada ,,na néjaké relaci prvku, které maji byt
klasifikovany, a celého souboru® vlastné nikdy hotova.*® Pfitom ovSem pfi
antidiagonalnim zadavani predpokladame, Ze klasifikace uz hotova je (ze
jsme naptiklad vypsali seznam vsech nekone¢nych posloupnosti ¢islic) a po-
moci takovéto ukoncené klasifikace definujeme jesté dalsi objekt (zdanlivé)
spadajici pod danou klasifikaci.

Antidiagonalni postup je tedy néjak problematicky saim o sobé, jednak
proto, ze se predpokladd metatroven vymezeni, a to na zakladé klasifikace
dané nepredikativnim kritériem, jednak (mozna trochu prekvapivé) tim,
ze toto vymezeni je, zjednodusené feceno, ,negativni®, vybira néco, co
neni néjaké (neni prvkem, nevypovida o, nedéli jisté Cislo atp.). Negativni
vymezeni ma feknéme ,paradoxni potencial® z toho diivodu, Ze umoziuje
formulovat spor: vymezeni o svém predmétu néco vypovidd, ale je-li toto
vymezeni negativni, zdrovenl svému predmétu néco upird. Nepredikativ-
nost kritéria spoc¢iva v tom, Ze nettidime objekty podle néjaké jejich trvalé
vlastnosti (tfeba ptirozend ¢isla na suda a lichd), ale v zasadé nahodile je
néjakym zptisobem pojmenujeme (nekone¢né radé priradime néjaké poradi
v seznamu ¢i podmnoziné prifadime jeden prvek dané mnoziny jako obraz
ve vzajemné jednozna¢ném zobrazeni - to mizeme chapat jako jakési ,,po-
jmenovani“ dané mnoziny pomoci prislusného prvku), coz ndm najednou
teoreticky umoziiuje nové definovat objekt, ktery predtim takto definovan
byt nemohl (definice by nedavala smysl): mnozinu vSech vzoru, které nejsou
prvkem svého obrazu, pfipadné posloupnost, ktera se pro kazdé n lisi od n-té
posloupnosti na n-tém misté. Tento objekt je zaroven néjak nové vymezen
pomoci hotové klasifikace urcitého celku, zaroven ale predpoklddame, jako
kdyby byl jiz pivodné soucasti tohoto celku a spadal tudiz pod piislusnou
klasifikaci. Problém je, Ze ptijmeme-li vzhledem k vyS$e fecenému tezi, ze
jak nekoneéné rady, tak nekoneéné mnoziny neexistuji néjak nezavisle samy
0 sobé¢, ale musi byt zaddny ¢i konstituovany uréitym kritériem, v pripadé
antidiagonalniho vymezeni se toto kritérium nabizi az potom, kdy jsme
udajné vsechny posloupnosti ¢i vSechny podmnoziny néjak setadili ¢i ,,po-

% Poincaré, ,Logika nekone¢na,” 321; ,vétami“ v tomto kontextu rozuméjme smysluplné fe-
tézce slov.
% Srovnej ibid., 320-22.

188



Cantordv diagondlni dikaz

jmenovali®. Stejné jako je problematické uvazovat mnozinu véech mnozin,
které neobsahuji samy sebe, jelikoz konstituovani této mnoziny je v zdsadé
mozné teprve tehdy, kdy je o vSech mnozinach rozhodnuto, zda sebe obsa-
huji, nebo nikoli, je problematické uvazovat mnozinu vsech vzort, které ne-
jsou obsazeny ve svém obraze ve vzdjemné jednoznaéném zobrazeni, jelikoz
jeji konstituce je mozna teprve tehdy, kdy je o vsech vzorech (tedy i o jejim)
rozhodnuto, zda patti do svého obrazu, ¢i nikoli. Tento zptsob konstrukce
1ze tedy bud Gplné odmitnout, nebo konstatovat, ze probihd na metatirovni
a nékteré kategorie z ptivodni Grovné jiz nema smysl na konstruovany pred-
mét aplikovat (tfeba se ptat, zda véta ,,VSechny véty, které nevypovidaji samy
o sobé, jsou formulovany v jazyce® je sama o sobé, tj. nepovazovat tuto vétu
za spadajici mezi to, o ¢em véta vypovida a nevypovida).

Je$té mald poznamka na okraj: je otdzka, zda je Cantorovo ustfedni mé-
titko ,mohutnosti“ mnozin ve smyslu vzajemné jednozna¢ného zobrazeni
vlastné tak stéZejni — vzdyt je ve skute¢nosti velmi hrubé: Bolzantiv diraz
na to, Ze navzdory vzajemné jednozna¢né zobrazitelnosti se nekoneéné
mnoziny od sebe mohou podstatné lisit a Ze je 1épe sledovat mnohem subtil-
néj$i métitko jejich ,,zakladniho urceni, se nezda byt nepatti¢ny. Jemnéjsi
rozli$ovani nekoneénych struktur mutize detailnéji zachycovat jejich rtizno-
rodost a bohatost.

7. Shrnuti

Cantortiv antidiagondlni dtikaz ve skute¢nosti vychazi z vice predpokladu,
pfi vyvozeni sporu bychom tedy méli mit volbu, ktery z nich odmitneme.
Mizeme odmitnout predpoklad nezavislé existence nahodilé nekone¢né
fady ¢i nahodilé nekone¢né mnoziny - predstava nekonecné rady existujici
nezavisle na svém zpusobu zadani je, jak na to upozoriiuje Wittgenstein,
navysost problematicka; ostatné ani zavedend ZF axiomatika teorie mnozin
nepredpoklada, aby se vyhnula sporu, néjakou nezavislou existenci jakych-
koli soubort, ale pokldda za mnoziny to, co je kumulativné konstituovano
urcitym predpisem z ,,jiz existujicich® mnozin (pficemz existenci diskuta-
bilni aktudlné nekone¢né, hotové mnoziny, do které jiz nelze nic pridat, ale
ktera by méla shrnovat celé potencidlni nekone¢no, ke kterému lze prin-
cipialné vzdy jesté néco pridat, musi axiomatika teorie mnozin ,natvrdo“
postulovat pomoci specidlniho axiomu). Pokud vyjdeme z predpokladu, ze
nekone¢na rada musi byt dana uréitym predpisem, funkci, je pak dobré si
uvédomit, Ze i onen pripadny antidiagonalni ,,metapredpis“ fady ¢i mnoziny
je soudasti seznamu ¢aste¢né rekurzivnich funkci, takze predpisy algorit-
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micky vy¢islitelnych nekoneénych fad teoreticky tvoii vlastni podmnozinu
tohoto spocetného seznamu.

Déle lze mit vyhrady k onomu antidiagondlnimu zptisobu vymezeni
fady ¢i mnoziny, ktery je problematicky proto, Ze predpoklada uskute¢né-
nou a ukonc¢enou nahodilou klasifikaci (o¢islovani ¢i vzajemné jednoznacné
ptifazeni prvku néjaké podmnoziné) nikdy nekonciciho souboru, na jejimz
zakladé ale chce ,pridat® k hotovému a jiz roztfidénému souboru néjaky
jeho dalsi prvek, ktery je oviem vymezen a vymezitelny jen pomoci pfedpo-
klddané hotové klasifikace. Pfijmeme-li tezi, ze nekone¢né fady a nekone¢né
mnoziny jsou vlastné konstituovany teprve prislusnym predpisem, vyme-
zenim, je problematické aplikovat na vsechny fady ¢i vSechny podmnoziny
néjaké tiidici kritérium, aby na zakladé tohoto uskute¢néného tiidéni najed-
nou vyvstala moznost nové definovat (¢ili vlastné nové ,,vytvorit®) jesté dalsi
fadu ¢i dal$i podmnozinu, kterd ovéem v pivodnim seznamu nemohla byt
obsazena, jelikoz z hlediska svého predpisu jesté ,,neexistovala“. Tudiz stejné
jako teorie mnozin odmitd ono ,antidiagonalni“ vymezeni ,,mnoziny vsech
mnozin neobsahujicich sebe samé®, mtizeme odmitnout i ,mnozinu viech
vzort, které nejsou obsazeny ve svém obraze ve vzdjemné jednoznacném
prifazeni®, pfipadné konstruovani ,posloupnosti, ktera se pro kazdé n lisi
na n-tém misté od n-té posloupnosti z nekonéiciho seznamu vsech posloup-
nosti“, ptipadné toto konstruovani povazovat za konstrukci na jiné drovni,
takzZe konstruovany objekt jiz nespada do ptivodniho souboru objektt (napft.
soubor véech mnozin neobsahujicich sebe samé jiz neni mnozinou, antidia-
gonalni funkce jiz neni primitivné rekurzivni).

Akceptujeme-li tedy Cantoruv dukaz, je dobré si uvédomit, Ze tim
prijimame i nékteré vychozi postulaty, které nejsou tplné samoziejmé ¢i
neproblematické — volime tak uréity zptisob uchopeni nekone¢na a davame
mu prednost pred jinym. Cantorovo mohutnici univerzum je tedy mnohem
spise otazkou vychozi volby predpokladil nez nezpochybnitelnym matema-
tickym faktem.

Podékovani:

Dékuji Jaroslavu Peregrinovi a Vitu Pundochafovi za cenné podnéty
a plodné diskuse nad pracovni verzi tohoto ¢lanku; rovnéz dékuji obéma
anonymnim recenzentim za podstatné pfipominky a navrhy na vylep$eni.
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